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提纲

状态的基本概念

传递函数
SISO 系统
MIMO 系统

状态空间表达式的建立
由物理机理直接建立状态空间表达式 (机理分析法)
根据高阶微分方程求状态空间表达式
根据传递函数求状态空间表达式

线性变换
状态向量的线性变换
对角标准型
若当标准型
特征值及传递函数矩阵的不变性
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状态的基本概念

状态：一个能够完全描述系统时域行为的最小变量组．通常记为 x1(t),
x2(t), � � � , xn(t)．

说明：

1 完全描述是指，只要知道了这个最小变量组在初始时刻 t = t0 的
值，以及 t � t0 时刻系统的输入函数，那么系统在 t � t0 任何时
刻的行为都能确定．

2 最小变量组是指，变量组在能够完全描述系统的前提下所含变量
的个数最少．少则不能完全描述，多则出现冗余．

状态变量：构成状态的每一个变量称为系统的状态变量．
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状态的基本概念

图 1. RLC 电路系统

LC
d2uC (t)

dt2 + RC
duC (t)

dt
+ uC (t) = u(t)

只要确定了初值和输入，t � t0 任何时刻的 uC (t) 和 _uC (t) 都可以唯
一确定，从而 t � t0 任何时刻的所有变量都可以唯一确定．因此，
uC (t) 和 _uC (t) 是该 RLC 电路系统的状态．

该状态含有两个状态变量：x1(t) = uC (t)，x2(t) = _uC (t)．

除了 uC (t) 和 _uC (t) 为状态以外，可以验证：

1 uc(t) 和 iL(t), 其中 iL(t) = C duC (t)
dt = C _uC (t)

2 iL(t) 和
R

iL(t)dt

3 uc(t) 和 uc(t) + RiL(t)
等变量组也是 RLC 电路系统的状态．
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状态的基本概念

关于系统状态的概念需要注意以下几点：

1 状态所含状态变量的个数等于系统的阶数．系统的阶数等于系统
中独立储能元件的个数．通常记一个 n 阶系统的状态变量为
x1(t), x2(t), � � � , xn(t)．

2 系统的状态变量之间相互独立，即线性无关．

3 系统的状态是不唯一的．

4 系统的任意两个状态之间存在非奇异变换关系．

5 通常选取具有实际物理意义或易于测量的参量作为状态变量，如
物理系统中的电流、电压、位移、速度、压力、温度及其他类似的
物理量．
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状态的基本概念

状态向量：由状态变量 x1(t), x2(t), � � � , xn(t) 构成的列向量，即

x(t) =

2
6664

x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

3
7775

称为状态向量，也可称为状态．

状态空间：以状态变量 x1(t), x2(t), � � � , xn(t) 为坐标轴所构成的 n 维
空间，称为状态空间．

系统的每一个时刻的状态都可以用状态空间中的一个点来表示．

状态轨迹：如果给定了系统在初始时刻 t0 的状态 x (t0) 和 t � t0 时的
输入函数，随着时间的推移，状态 x (t) 将在状态空间中描绘出一条轨
迹，称为状态轨迹．

状态轨迹可在状态空间中形象地描述系统状态的变化过程．
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状态的基本概念

状态空间表达式：设一个 n 阶连续系统的

r 个输入变量为：u1(t), u2(t), � � � , ur (t)

m 个输出变量为：y1(t), y2(t), � � � , ym(t)

n 个状态变量为：x1(t), x2(t), � � � , xn(t)

输入引起系统状态的变化，而状态和输入的变化则决定输出的变化．
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状态的基本概念

对于连续系统，描述系统状态变量运动规律的一组一阶微分方程，称
为状态方程．

_x1(t) = f1 [x1(t); x2(t); � � � ; xn(t);u1(t);u2(t); � � � ;ur (t); t ]
_x2(t) = f2 [x1(t); x2(t); � � � ; xn(t);u1(t);u2(t); � � � ;ur (t); t ]

...
_xn(t) = fn [x1(t); x2(t); � � � ; xn(t);u1(t);u2(t); � � � ;ur (t); t ]

系统的输出变量与状态变量、输入变量之间的代数关系式，称为输出
方程．

y1(t) = g1 [x1(t); x2(t); � � � ; xn(t);u1(t);u2(t); � � � ;ur (t); t ]
y2(t) = g2 [x1(t); x2(t); � � � ; xn(t);u1(t);u2(t); � � � ;ur (t); t ]

...
ym(t) = gm [x1(t); x2(t); � � � ; xn(t);u1(t);u2(t); � � � ;ur (t); t ]
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状态的基本概念

系统的输入方程和输出方程总合起来，称为系统的状态空间表达式．

记作：

(
_x(t) = F[x(t);u(t); t ]
y(t) = G[x(t);u(t); t ]

其中：

x(t) =

2
6664

x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

3
7775 u(t) =

2
6664

u1(t)
u2(t)

...
ur (t)

3
7775 y(t) =

2
6664

y1(t)
y2(t)

...
ym(t)

3
7775
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状态的基本概念

对于线性定常连续系统：�
_x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

其中，A;B ;C ;D 是常数矩阵，统称系数矩阵．

A =

2
64

a11 a12 � � � a1n
...

... � � �
...

an1 an2 � � � ann

3
75

n�n

B =

2
64

b11 b12 � � � b1r
...

... � � �
...

bn1 bn2 � � � bnr

3
75

n�r

C =

2
64

c11 c12 � � � c1n
...

... � � �
...

cm1 cm2 � � � cmn

3
75

m�n

D =

2
64

d11 d12 � � � d1r
...

... � � �
...

dm1 dm2 � � � dmr

3
75

n�r

A 称为系统矩阵；B 称为输入矩阵；

C 称为输出矩阵；D 称为直联矩阵．
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状态的基本概念

对于单输入单输出线性定常连续系统, u(t) 和 y(t) 为标量, 状态空间
表达式常写为 �

_x(t) = Ax(t) + bu(t)
y(t) = cx(t) + du(t)

式中, A 是 n � n 矩阵; b 是 n � 1 矩阵, 即 n 维列向量; c 是 1� n 矩
阵, 即 n 维行向量; d 是 1� 1 矩阵, 即标量．

线性定常连续系统的结构图如图2所示．

图 2. 线性定常连续系统结构图
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状态的基本概念

模拟结构图是指由积分器、加法器、比例器和箭头线构成的、表示系
统中各状态变量之间信息传递关系的图形．

绘制系统模拟结构图的步骤：
1 首先在适当的位置上画出积分器，积分器的数目同状态变量的个
数，每个积分器的输出表示对应的状态变量；

2 根据给定的状态方程和输出方程，画出相应的加法器和比例器；
3 最后用箭头线将这些元件连接，表示出信号的传递关系．

例 1 设一阶系统的微分方程为

_x = ax + bu

该系统的模拟结构图为

X (s)
U (s)

= b �
1

s � a
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状态的基本概念

例 2 设一个三阶系统的状态空间表达式为

_x1 = x2

_x2 = x3

_x3 = �a3x1 � a2x2 � a1x3 + bu
y = x1 + x3

试绘制该系统的模拟结构图．

解：该系统的模拟结构图为
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

SISO 系统

状态描述和经典描述方法之间的关系．

SISO 系统的状态空间分成为：�
_x(t) = Ax(t) + bu(t) x (0) = 0
y(t) = cx(t) + du(t) _x (0) = 0

其中，A : n � n , b : n � 1, c : 1� n, d : 1� 1．

取拉氏变换得：

sx (s) = Ax (s) + bu(s)
y(s) =

�
c(s � I �A)�1)b + d

�
u(s)

从而

g(s) = c(sI �A)�1b + d =
c adj(sI �A)b
jsI �Aj

+ d
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SISO 系统

SISO 的经典传递函数为

g(s) =
Y (s)
U (s)

=
b1sn�1 + � � �+ bn�1s + bn

sn + a1sn�1 + � � �+ an�1s + an

和 SISO 系统的状态空间比较可知：

1 系统矩阵 A 的特征多项式等同于传递函数的分母多项式, 当时也
叫做特征多项式．微分方程也这么叫．微分方程、线性代数、复变
函数特征值同一．

2 A 可能不同，但 jsj �A j 相同的．线性变换的本质在这里体现．
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MIMO 系统
状态描述和经典描述方法之间的关系．

MIMO 系统的状态空间分成为：�
_x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

其中，A : n � n , b : n � p, c : q � n, d : q � p．

其对应的传递函数1为：

G(s) =
y(s)
u(s)

= C(sI� A)�1B + D

=

2
64

g11(s) � � � g1p(s)
... � � �

...
gq1(s) � � � gqp(s)

3
75

q�p

1共同的分母，特征多项式．
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机理分析法

Oral Review!
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根据高阶微分方程求状态空间表达式

控制系统的数学模型可用如下高阶微分方程描述：

y(n)+a1y(n�1) + a2y(n�2) + � � �+ an�1 _y + any

= b0u (n) + b1u (n�1) + b2u (n�2) + � � �+ bn�1 _u + bnu
(1)

若u (i)(t) � 0，则(1)可改写为

y(n) + a1y(n�1) + a2y(n�2) + � � �+ an�1 _y + any = u (2)

微分方程(2)可以化为能控标准型和能观测标准型．
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据高阶微分方程求状态空间表达式

化为能控标准型

取状态变量

x1 = y
x2 = _y

...

xn = y(n�1)

则有:8>>>>>>><
>>>>>>>:

_x1 = x2
_x2 = x3
...
_xn�1 = xn
_xn = �anx1 � an�1x2 � � � � � a1xn + u
y = x1

写成矩阵形式a:�
_x (t) = Ax (t) + bu(t)
y(t) = cx (t)

其中，

A =

2
6664

0 1 � � � 0
...

...
. . .

...
0 0 � � � 1
�an �an�1 � � � �a1

3
7775

b =

2
6664

0
...
0
1

3
7775 ; c =

�
1 0 � � � 0

�

a友矩阵
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据高阶微分方程求状态空间表达式

例 3 考虑系统 ...y + 5�y + 8 _y + 6y = 3u
试写出其能控标准型状态空间表达式．

解：选择状态变量: x1 = y ; x2 = _y ; x3 = �y，则

_x1 = x2

_x2 = x3

_x3 = �6x1 � 8x2 � 5x3 + 3u
y = x1

从而状态空间表达式为：2
4 _x1

_x2
_x3

3
5 =

2
4 0 1 0

0 0 1
�6 �8 �5

3
5
2
4 x1

x2
x3

3
5+

2
4 0

0
3

3
5u

y =
�

1 0 0
� 24 x1

x2
x3

3
5
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据高阶微分方程求状态空间表达式

化为能观标准型

取状态变量：8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

x1 = y(n�1) + a1y(n�2) + � � �+ an�3�y + an�2 _y + an�1y

x2 = y(n�2) + a1y(n�3) + � � �+ an�3 _y + an�2y

x3 = y(n�3) + a1y(n�4) + � � �+ an�3y
...

xn�1 = _y + a1y
xn = y
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据高阶微分方程求状态空间表达式

化为能观标准型

则得能观标准型状态空间表达式2
6664

_x1
_x2
...
_xn

3
7775 =

2
6664

0 � � � 0 �an
1 � � � 0 �an�1
...

. . .
...

...
0 � � � 1 �a1

3
7775
2
6664

x1
x2
...
xn

3
7775+

2
6664

1
0
...
0

3
7775u

y =
�

0 � � � 0 1
�
2
6664

x1
x2
...
xn

3
7775
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据高阶微分方程求状态空间表达式

若u (i)(t) 6= 0，高阶微分方程(1)化为状态空间方程的方法为：
Step 1. 计算8>>>>><

>>>>>:

�0 = b0
�1 = b1 � a0�0
�2 = b2 � a1�1 � a2�0
...
�n = bn � a1�n�1 � � � � � an�1�1 � an�0

Step 2. 定义状态变量28>>>>>>><
>>>>>>>:

x1 =y � �0u
x2 = _y � �0 _u � �1u
x3 =�y � �0�u � �1 _u � �2u

...

xn =y(n�1) � �0u (n�1) � �1u (n�2) � � � � � �n�2 _u � �n�1u
2x1 求导以后，貌似有 u 的一阶导，但可以用 x2 代替；依次同理，一直到 xn，求导

后 y(n) 中带来的尾巴及各状态变量，消除掉 u 的各阶导．
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据高阶微分方程求状态空间表达式

Step 3. 写成矩阵形式的状态空间表达式2
6664

_x1
_x2
...
_xn

3
7775 =

2
6664

0 1 � � � 0
...

...
. . .

...
0 0 � � � 1
�an �an�1 � � � �a1

3
7775
2
6664

x1
x2
...
xn

3
7775+

2
6664

�1
�2
...
�n

3
7775u

y = x1 + �0u =
�

1 0 � � � 0
�
2
6664

x1
x2
...
xn

3
7775+ �0u
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据传递函数求状态空间表达式

直接分解法

单输入单输出线性定常系统传递函数为：

�g(s) =
�Y (s)
�U (s)

=
�b0sm + �b1sm�1 + � � �+ �bm�1s + �bm

sn + a1sn�1 + � � �+ an�1s + an

若 m = n

�g(s) =
b1sn�1 + � � �+ bn�1s + bn

sn + a1sn�1 + � � �+ an�1s + an
+ �b0 = g(s) + d

g(s) =
Y (s)
U (s)

=
b1sn�1 + � � �+ bn�1s + bn

sn + a1sn�1 + � � �+ an�1s + an

输出为:

Y (s) = U (s)
b1s�1 + � � �+ bn�1s�(n�1) + bns�n

1 + a1s�1 + � � �+ an�1s�(n�1) + ans�n
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据传递函数求状态空间表达式

直接分解法

令3 E(s) = U (s) 1
1+a1s�1+���+an�1s�(n�1)+an s�n，则有:

E(s) = U (s)� a1s�1E(s)� a2s�2E(s)� � � � � an s�nE(s)

Y (s) = b1s�1E(s) + b2s�2E(s) + � � �+ bn�1s�(n�1)E(s) + bn s�nE(s)

令 s�1E(s); s�2E(s); � � � ; s�nE(s) 分别表示 xn ; xn�1; � � � ; x1, 的拉氏变换, 则系统
的状态空间表达式4为:2

64
_x1
_x2
...
_xn

3
75 =

2
64

0 1 � � � 0
...

...
. . .

...
0 0 � � � 1
�an �an�1 � � � �a1

3
75
2
64

x1
x2
...

xn

3
75+

2
64

0
...
0
1

3
75 u

y =
�

bn bn�1 � � � b1
�
2
64

x1
x2
...

xn

3
75+ b0u :

3E(s) 为误差端信号．误差传递函数
4此处 bn 到 b1 都是真分式的分子系数
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据传递函数求状态空间表达式

直接分解法

重新取状态变量，也可以得到另一个状态空间表示：2
6664

_x1
_x2
...
_xn

3
7775 =

2
6664

�a1 1 � � � 0
...

...
. . .

...
�an�1 0 � � � 1
�an 0 � � � 0

3
7775
2
6664

x1
x2
...
xn

3
7775+

2
6664

b1
...

bn�1
bn

3
7775u

y =
�

1 0 � � � 0
�
2
6664

x1
x2
...
xn

3
7775

由于微分方程与传递函数的对应关系，此方法也可以作为微分方程转
换状态表达式的方法之一，且不对 u 的微分阶次有限定性要求．
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据传递函数求状态空间表达式

并联分解法

极点两两相异时

g(s) = N (s)=D(s) =
N (s)

(s � p1) (s � p2) � � � (s � pn)

=
c1

(s � p1)
+

c2

(s � p2)
+ � � �+

cn

(s � pn)

其中，ci = lims!pi (s � pi ) g(s)．

令 xi (s) = 1
(s�pi )

u(s)) sxi (s) = pixi (s) + u(s)，则有:

_xi (t) = pixi (t) + u(t)

以及

y(s) =
nX

i=1

ci

s � pi
ui (s) =

nX
i=1

cixi (s)

从而，y(t) =
Pn

i=1 cixi (t)．
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

根据传递函数求状态空间表达式

并联分解法

系统的矩阵式表达:

2
6664

_x1
_x2
...
_xn

3
7775 =

2
66664

p1 0 � � � 0

0 p2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � 0 pn

3
77775

2
6664

x1
x2
...
xn

3
7775+

2
6664

1
...
1
1

3
7775u

y =
�

c1 c2 � � � cn
�
2
6664

x1
x2
...
xn

3
7775

当然也可以串联分解，但不像并联分解可以得到解耦结构，少用．
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

状态向量的线性变换

状态表达和经典表达关系清楚了，那在状态表达上也想选个好的形式．
如何选状态，就有最简化的表达？

状态是可以任意选取的，他们之间只存在线性变换！

考虑系统:
_x = Ax + Bu
y = Cx + Du

取线性非奇异变换 x = P �x，其中，矩阵 P 非奇异．可得�
P _�x = AP �x + Bu
y = CP �x + Du !

�
_�x = P�1AP �x + P�1Bu
y = CP �x + Du

整理得: �
_�x = �A�x + �Bu
y = �C �x + �Du

其中，�A = P�1AP ; �D = D ; �C = CP ; �B = P�1B．
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

状态向量的线性变换

例 4 考虑系统 �
_x1
_x2

�
=

�
0 1
�2 �3

� �
x1
x2

�
+

�
0
1

�
u

y =
�

6 0
� � x1

x2

�

试将其进行线性变换写出新的状态空间表达式．

解：取变换

x = P �x ; P =

�
0 1

2
1
2 � 3

2

�
P�1 =

�
6 2
2 0

�

状态空间表达式变为:
_�x = P�1AP �x + P�1Bu

=

�
0 �2
1 �3

�
�x +

�
2
0

�
u

y =
�

6 0
� � 0 1

2
1
2 � 3

2

�
�x =

�
0 3

�
�x
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

对角标准型

定义

令 A 为 n 阶矩阵．若 � 和 n 维向量 � 满足 A� = ��, 则称 � 为矩阵
A 的特征根, 而 � 为对应的特征向量．

定理

对于系统 _x = Ax + bu , 若矩阵 A 具有 n 个两两相异的特征根
�1; � � � ; �n , 则存在线性非奇异变换 x = P �x 将系统化为对角标准
型 _x = �A�x + �Bu

�A = P�1AP =

2
64

�1 0
. . .

0 �n

3
75

充要条件：n 阶系统矩阵 A 有 n 个线性无关的特征向量．

注意：不是 n 个不同特征值．事实上同一特征值，也可能有不同特征
向量．
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

对角标准型

证明：设 P = (p1; � � � ; pn) ; pi 为特征根 �i ; i = 1; � � � ;n 所对应的特
征向量．则有

AP = (Ap1; � � � ;Apn) = (�1p1; � � � ; �npn)

= (p1; � � � ; pn)

0
B@

�1
. . .

�n

1
CA

= P �A

) �A = P�1AP

化对角标准型的步骤：

1 求取系统矩阵 A 的 n 个特征根 �1; � � � ; �n 和对应的特征向量．

2 令 P = (p1; � � � ; pn)．

3 做变换 �A = P�1AP =

0
B@

�1
. . .

�n

1
CA = �．
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

对角标准型

例 5 将下面的系统化为对角标准型

_x =

2
4 2 �1 �1

0 �1 0
0 2 1

3
5 x +

2
4 1

2
3

3
5u

解: 1) 求系统特征根.

j�I �Aj =

������
�� 2 1 1

0 �+ 1 0
0 �2 �� 1

������ = (�� 2)(�+ 1)(�� 1) = 0

�1 = 2; �2 = 1; �3 = �1

2) 求特征矢量．

对 �1 = 2; (�1I �A) v1 = 0 可得2
4 0 1 1

0 3 0
0 �2 1

3
5
2
4 v11

v21
v31

3
5 =

2
4 0

0
0

3
5,

8<
:

v21 + v31 = 0
3v21 = 0

�2v21 + v31 = 0
) v1 =

2
4 1

0
0

3
5
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

对角标准型

对 �2 = 1; (�2I �A) v2 = 0 可得"
�1 1 1
0 2 0
0 �2 0

#"
v12

v22

v32

#
=

"
0
0
0

#
,

(
�v12 + v22 + v32 = 0

v22 = 0
v22 = 0

) v2 =

"
1
0
1

#

对 �3 = �1; (�3I �A) v3 = 0 可得"
�3 1 1
0 0 0
0 �2 �2

#"
v13
v23
v33

#
=

"
0
0
0

#
,

(
�3v13 + v23 + v33 = 0

v23 + v33 = 0 ) v3 =

"
0
1
�1

#

构成状态转移矩阵 P :

P = [v1; v2; v3] =

2
4 1 1 0

0 0 1
0 1 �1

3
5 ;P�1 =

2
4 1 �1 �1

0 1 1
0 1 0

3
5

3) 新的状态方程为:

_�x = P�1AP �x + P�1Bu =

2
4 2 0 0

0 1 0
0 0 �1

3
5 �x +

2
4 2

5
2

3
5u
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

对角标准型

例 6 将下面的系统化为对角标准型

_x =

2
4 1 0 �1

0 1 0
0 0 2

3
5 x +

2
4 0

1
1

3
5u

解: 1) 求系统特征根.

j�I �Aj =

������
�� 1 0 1

0 �� 1 0
0 0 �� 2

������ = (�� 1)2(�� 2) = 0

�1 = �1; �2 = �1; �3 = 2

2) 求特征矢量．
�1 = �2 = 1; (�1I �A) v1 = 0"

0 0 1
0 0 0
0 0 �1

#"
v11
v21
v31

#
=

"
0
0
0

#
,

n
v31 = 0
�v31 = 0 ) v1 =

"
1
0
0

#
及v2 =

"
0
1
0

#
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

对角标准型

对 �3 = 2, 由 (�3I �A) v3 = 0 可得2
4 1 0 1

0 1 0
0 0 0

3
5
2
4 v13

v23
v33

3
5 =

2
4 0

0
0

3
5,

8<
: v13 + v33 = 0

v23 = 0 ) v3 =

2
4 �1

0
1

3
5

构成状态转移矩阵 P :

P = [v1; v2; v3] =

2
4 1 0 �1

0 1 0
0 0 1

3
5 ;P�1 =

2
4 1 0 1

0 1 0
0 0 1

3
5

3) 新的状态方程为:

_�x = P�1AP �x + P�1Bu =

2
4 1 0 0

0 1 0
0 0 2

3
5 �x +

2
4 1

1
1

3
5u
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

对角标准型

特别说明：

如果 A 是友矩阵，即系统是能控标准型，且特征值两两互异，变
换矩阵有特殊形式：范德蒙矩阵

P =

2
666664

1 1 � � � 1
�1 �2 � � � �n
�2

1 �2
2 � � � �2

n
...

...
...

...
�n

1 �n
2 � � � �n

n

3
777775
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

若当标准型

设矩阵 A 具有 n 重特征根, 即 j�I �Aj = (�� �1)
n
= 0．设 v1

1 是 �1

所对应的特征向量，若 v j
1 满足 (�1I �A) v j

1 = �v j�1
1 ; j = 2; � � � ;ni，

则 v j
1 称为广义特征向量．矩阵 A 可通过线性变换化为约当标准型．

�A =

2
66664

�1 1

�1
. . .
. . . 1

�1

3
77775

求约当标准型的步骤：

1 求解 (�I �A)v1 = 0; (�I �A)vi = �vi�1; 2 � i � k .
2 令 P = (v1; v2; � � � ; vk ).

3 做变换 �A = P�1AP =

0
BBBB@

� 1
. . . . . .

. . . 1
�

1
CCCCA = Jk (�):
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

若当标准型

例 7 将下面的系统化为约当标准型

_x =

2
4 0 1 0

0 0 1
2 3 0

3
5 x +

2
4 0

0
1

3
5u

解: 1) 求系统特征根.

j�I �Aj =

������
� �1 0
0 � �1
�2 �3 �

������ = �3 � 3�� 2 = (�� 2)(�+ 1)2 = 0

�1 = 2; �2 = �1; �3 = �1

2) 求特征矢量．

对 �1 = 2, 由 (�1I �A) v1 = 0 可得"
2 �1 0
0 2 �1
�2 �3 2

#"
v11
v21
v31

#
=

"
0
0
0

#
,

(
2v11 � v21 = 0
2v21 � v31 = 0

�2v11 � 3v21 + 2v31 = 0
) v1 =

"
1
2
4

#
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

若当标准型
对 �2 = �1, 由 (�2I �A) v2 = 0 可得"
�1 �1 0
0 �1 �1
�2 �3 �1

#"
v12
v22
v32

#
=

"
0
0
0

#
,

(
�v12 � v22 = 0
�v22 � v32 = 0

�2v12 � 3v22 � v32 = 0
) v2 =

"
1
�1
1

#

对 �3 = �1, 由 (�3I �A) v3 = �v2 可得�
�1 �1 0
0 �1 �1
�2 �3 �1

��
v13
v23
v33

�
=

�
�1
1
�1

�
,

�
�v13 � v23 = �1
�v23 � v33 = 1

�2v13 � 3v23 � v33 = �1
) v3 =

�
1
0
�1

�

构成状态转移矩阵

P = [v1; v2; v3] =

2
4 1 1 1

2 �1 0
4 1 �1

3
5 ; P�1 =

1
9

2
4 1 2 1

2 �5 2
6 3 �3

3
5

3) 新的状态方程为:

_�x = P�1AP �x + P�1Bu =

2
4 2 0 0

0 �1 1
0 0 �1

3
5 �x +

1
9

2
4 1

2
�3

3
5u
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

特征值及传递函数矩阵的不变性

特征值 (特征多项式、特征方程)

j�I �Aj = 0经变换
���I � P�1AP

�� = 0���I � P�1AP
�� = ���P�1P � P�1AP

��
=
��P�1(�I �A)P

��
=
��P�1�� j�I �AjjP j

=
��P�1�� jP jj�I �Aj

=
��P�1P

�� j�I �Aj = j�I �Aj
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提纲 状态的基本概念 传递函数 状态空间表达式的建立 线性变换 作业

作业

1.2 - (3)

1.4 - (1)(4)

1.5

1.10 - (3)

1.11 - (3)

1.12
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