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前言

当今世界已进入第二次量子革命，而量子信息科学有望成为下一个改变世界的技术领域。

量子信息技术以量子态为信息载体，为了快速准确地进行量子态的操控，经典控制理论被引

入量子系统，并形成了量子系统控制研究领域。由于测量会导致量子态的塌缩，为了在量子

系统中利用闭环反馈控制以获得好的鲁棒性，量子滤波理论被提出，其以 Ito型随机微分方程

描述量子滤波器状态的演化，从而产生了一系列针对量子滤波器状态的控制问题，即随机量

子系统的控制，并在近十年成为量子系统控制研究的一个热点。

本书聚焦随机量子系统的镇定控制，围绕随机量子系统的快速镇定和时滞控制设计展开，

集中反映作者多年来在量子系统控制研究工作中取得的成果。全书共分 8章，内容涵盖随机

量子系统混合态的全局镇定、两能级随机量子系统的指数镇定、随机量子系统快速镇定的统

一框架、随机时滞量子系统的快速镇定和随机时滞量子系统的指数指定。

本书绝大部分内容为作者的研究成果，本书由温杰策划、执笔和统一定稿。本书写作和

出版得到了中北大学计算机科学与技术学院曾建潮教授和哈尔滨工业大学出版社的指导和支

持，在此致以衷心的感谢!本书内容的研究得到了国家自然科学面上基金 (No.72071183)、山西

省应用基础研究计划项目 (No.201801D221208)、山西省高等学校科技创新项目 (No.2019L583)

等的资助！

由于作者水平有限,书中难免存在不足之处,恳请读者批评指正！

温 杰

2023年 12月



符号说明

i =
√
−1;

ℜ (·)：实部

ℑ (·)：虚部

∅：空集

tr(A)：矩阵 A的迹

R：实数集

C：复数集

Rn：n维欧几里得空间

R+：正实数集

A†：矩阵 A的共轭转置

AT：矩阵 A的转置

泡利矩阵：σx =

 0 1

1 0

 , σy =
 0 −i

i 0

 , σz =
 1 0

0 −1


In：n× n维单位阵

[A,B] = AB − BA：矩阵 A和 B 的对易子

⊗：Kronecker积

P (·)：事件的概率

|x|：向量 x ∈ Rn的欧几里得范数

|A|，∥A∥：矩阵 A的迹范数和诱导范数

E (·)：随机变量的期望

C ([−τ, 0];Rn)：[−τ, 0], τ > 0上的连续 Rn值函数族

Cb
Ft
([−τ, 0];Rn): Ft可测有界的 C ([−τ, 0];Rn)值随机变量族

Lp (Ω;Rn)：满足 E|ζ|p <∞的 Rn值随机变量 ζ 的族

Lp
Ft
(Ω;Rn)：Ft可测的满足 E|ζ|p <∞的 Rn值随机变量 ζ 的族



符号说明

Lp
Ft
(Ω; C ([−τ, 0];Rn))：Ft可测的满足 E

(
sup

−τ≤u≤0
|ξ(u)|

)p

<∞的 C ([−τ, 0];Rn)值随机

变量 ξ的族

3



第 1章 绪论

作为 20世纪自然科学代表性的成就，量子力学于上世纪初被创立。此后，量子物理的发

展历程迅猛而精彩，而 20世纪初也堪称物理学发展史上最伟大的年代之一。尤其是量子论的

奠基人之一玻尔 (Niels Bohr)和相对论的创立者爱因斯坦 (Albert Einstein)两位伟大科学家的

多次辩论，永载史册，那个黄金时代至今仍被很多物理学家津津乐道，充满向往。随着科学技

术的发展，量子物理的发展不再局限于理论猜想和推导。通过使用现代更先进的工具和手段，

很多科学家经过精妙的设计实验，验证和实现了理论物理学家提出或推导的若干结论和设想。

进入 21世纪，以量子计算、量子通信和量子精密测量为代表的量子信息技术的研究与应

用在全球范围内加速发展，量子科技领域的国际竞争日益激烈。作为量子技术的早期推动者，

英国在 2013年启动了耗资 2.7亿英镑的国家量子技术项目。紧随其后，欧盟在 2018年开始实

施量子旗舰计划，将在未来 10年投资 10亿欧元，支持量子计算等领域的研究和应用推广。同

样在 2018年，日本和德国分别发布了量子飞跃旗舰计划和联邦量子技术计划，而美国则颁布

了《国家量子倡议法案》，计划投入超过 12亿美元用于量子信息科学的研究。最近，法国启

动了 18亿欧元量子国家战略，希望跻身量子领域世界前三。作为世界主要经济体，我国也在

量子科技领域进行了重大投资，并取得了令人瞩目的成果，如“墨子号”量子科学实验卫星、

量子保密通信骨干网“京沪干线”等。更令人振奋的是，习近平总书记在中央政治局第二十

四次集体学习时强调，要充分认识推动量子科技发展的重要性和紧迫性，加强量子科技发展

战略谋划和系统布局，并在中国共产党第二十次全国代表大会开幕式讲话中提到我国在量子

信息取得重大成果，将量子科技的重要性提到了全新的高度。与此同时，谷歌、IBM、阿里巴

巴等国内外科技公司，均在量子科技领域投入了大量的资源，发布了一系列成果，如 72量子

比特处理器 Bristlecone、量子电路模拟器“太章”等。特别值得一提的是，谷歌在 2019年基

于超导量子计算处理器 Sycamore，首次实现了量子计算优越性[1]，而我国科学家则分别构建

了超导量子计算原型机“祖冲之”系列[2-3]和光量子计算原型机“九章”系列[4-6]，同样实现了

量子计算优越性，使我国成为世界上唯一在两种物理体系都实现量子计算优越性的国家。此

外，2022年的诺贝尔物理学奖授予了“用纠缠光子进行实验，证伪贝尔不等式，开创量子信



1.1 量子系统状态控制的研究与发展

息科学”的三位科学家。因此，学术研究、商业投入以及国家战略布局均显示，量子信息科学

极有可能成为下一个改变世界的技术领域。

量子信息技术以量子态为信息载体，利用光子等微观粒子构成量子比特进行信息的计算、

存储以及传输。无论是量子计算还是量子通信，其发展都需要借助其他学科的研究成果。量子

系统控制理论正是在这种背景下被提出并发展起来的。控制论自上世纪 80年代被引入量子系

统以来，在国内外众多学者的努力下，取得了丰硕的成果：最优控制[7-9]，滑模控制[10-11]、鲁棒控

制[12-13]及李雅普诺夫控制[14-16]等经典控制方法已被广泛应用于量子系统的状态操控[17-20]、量

子逻辑门制备[21-23]、相干性保持[24]等任务。因此，量子系统控制理论就是将经典控制理论引

入量子系统，为解决理论或实际应用中遇到的控制问题提供支持。本书的主要内容是研究量

子系统状态的控制，在具体研究之前，有必要简要介绍经典控制理论应用于量子系统得到的

理论结果和在实际实验中的应用，从而对量子系统控制有一个初步的印象和大致的了解。

1.1 量子系统状态控制的研究与发展

1.1.1 量子系统的可控性及开环控制

对于很多研究学科和研究领域，理论往往是领先于实践的，即在理论成熟的情况下，通

过实际操作实现理论上的结果。但是，由于量子系统的特殊性，在量子系统控制的发展过程

中，实践是领先于理论的，比如早在上世纪 30年代就开始使用辐射频率共振技术操纵原子。

上世纪六七十年代，激光技术逐渐发展成熟，在很多实验中激光被广泛使用。此后，量子控

制的重点集中于控制的实现。

1983年，Huang等从理论上研究了量子系统控制，将经典控制理论推广到量子系统，讨

论了量子系统的可控性[25]。Ong等和 Clark等分别研究了量子系统的可逆性和可观性[26-27]。这

三项成果是经典控制理论和量子系统相结合的标志性工作。随之，很多学者投身到量子系统

可控性的研究。无论是对于经典控制理论还是对于量子控制理论，系统可控性均是一个基本

问题，即只有当系统可控或者控制目标可控，实现控制目的和设计控制律才有理论依据。

根据是否与环境存在相互作用，量子系统可以分为封闭量子系统和开放量子系统，其中

开放量子系统根据环境的特性还可以进一步分为马尔科夫 (Markovian) 量子系统和非马尔科
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1.1 量子系统状态控制的研究与发展

夫 (non-Markovian)系统。根据系统的维度，量子系统可以分为有限维量子系统和无限维量子

系统。对于不同类型的量子系统，均需要研究其可控性。由于量子系统的状态包含多种类型，

因而不同的可控性概念被提出。对于有限维的封闭量子系统，基于李群和李代数，经典控制

理论可以直接被应用并获得系统可控的条件。当系统维度很大时，可以基于图论获得系统可

控的条件。对于无限维量子系统，获得系统可控性的难度比有限维量子系统要大的多，但是

经过多个学者的努力，依然获得了一些成果[25,28-29]。对于开放量子系统，已经有结果表明只使

用相干控制，有限维的马尔科夫量子系统是不可控的[30]。虽然如此，Yuan经过研究得到了二

能级马尔科夫量子系统的状态可达集[31]，即如果状态位于得到的可达集内，那么这些状态是

可控的。因此，马尔科夫量子系统的所有状态虽然不是都可控，但是其中的部分状态在特定

的适当控制下是可控的。另外，可以用 Kraus映射表示的有限维开放量子系统确是完全运动

态可控的[32]。

系统的可控性结果只是提供了系统的控制目标能否达到的理论结果，但是并没有提供如

何实现控制目标的具体方法。因此，对于可控的量子系统，设定的控制目标 (比如驱动系统状

态到一个期望的目标态)如何实现依然是一个需要研究的重要问题。与宏观系统相似，最优控

制理论在量子系统中得到了广泛应用。对于一个特定的量子系统控制问题，最优控制方法就

是在满足系统动力学方程的前提下，最小化性能指标 (cost functional)，典型如限制能量并最小

化时间或时间限定并最小化能量等，从而获得实现控制目标的控制律。最优控制策略已经被

广泛应用于物理化学中的控制量子现象，激光驱动的分子反应及 NMR实验中。对于不同的控

制问题，可以优化不同的性能指标；同时，对于相同的量子最优控制问题，可以使用不同的优

化方法。特别的，产生分段常数控制 (piecewise constant controls)的迭代算法可以分为 Korotov

型和 GRAPE型，其中 Korotov型是每个时间间隔依次更新，GRAPE型为所有时间间隔同时

更新。使用数值方法，基于庞特里亚金最大值原理极值解的显式计算，一些适用于低维系统

的分析结果已经出现[33]。另外，很多最优控制问题的解为棒棒控制 (bang-bang control)，比如

Boscain等在研究二能级量子系统的状态转移最优控制问题时，限定控制律的最大幅值，根据

最大幅值和能级的关系，在 Bloch球上分析系统状态在常量控制作用下的状态轨迹，通过最

小化控制时间，得到的控制律即为棒棒控制[34-35]。同样是基于系统状态在 Bloch球上的几何

信息，Lou和 Cong通过规划系统状态在 Bloch球上的演化轨迹，限定控制律的最大幅值，设
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计了用于状态转移的几何控制[36]。此外，棒棒控制还可以被用于消相干抑制和操纵相干态等

控制问题，且相对而言，棒棒控制在实际实验和应用中是较容易实施和实现的一种控制。最

优控制还可以与其他控制结合，比如闭环学习控制和量子反馈控制，从而可以被用于操纵量

子纠缠[37]，哈密顿参数辨识[38]，控制化学反应[39-40]及量子态跟踪[41]等。上面介绍的最优控制

方法属于相干控制的范畴，另一种常用的相干控制是李雅普诺夫 (Lyapunov)控制方法。本书

的主要内容是使用李雅普诺夫控制方法解决若干状态的镇定控制问题，因而在 1.1.2节中将会

详细介绍李雅普诺夫控制方法在量子系统的应用，这里不在赘述。

如前所述，在相干控制下，一些量子系统是不可控的。对于这些不可控的量子系统，可

以采用的方法是引入额外的源或者特殊控制策略改变量子系统的可控性或者增强控制量子系

统的能力。通过使用新的控制策略，比如可变结构控制 (variable structure control)或者非相干

控制 (incoherence control)，可以在控制过程中破坏量子系统的相干性，从而增强量子调控的能

力。在经典控制理论中，滑模控制是可变结构控制的一种重要方法，而这种控制方法已经在量

子系统中用于处理反馈控制的不确定性且具有潜在用于量子态制备和量子纠错的能力。非相

干控制就是在已有的控制方法中引入非相干源，这是解决相干控制局限性的自然扩展。引入

非相干源的主要方式包括非相干控制场，使用辅助系统及量子测量。量子测量通常会破坏量

子系统的相干特性，然而一些研究结果表明量子测量在某些情况下可以提高量子系统的可控

性[42-43]。若干基于量子测量的非相干控制已经被提出[44-46]，在这些控制方案中，测量作为控

制工具被使用。从控制的角度看，无论是相干控制，包括最优控制及李雅普诺夫控制，还是非

相干控制及可变结构控制均属于开环控制。此外，平均哈密顿方法和动力学解耦 (Dynamical

Decoupling)也属于开环控制。开环控制虽然可以解决很多控制问题，但是依然有一定的局限

性，此时就需要闭环控制。闭环控制相对于开环控制在鲁棒性和可控性方面均有优势。特别

的，开放量子系统与不可控环境存在相互作用，不确定性或者噪声的存在不可避免，为了获得

更强的鲁棒性，此时闭环控制更实用。量子闭环控制包括闭环学习控制、量子反馈控制、LQG

控制等。在本书的后续章节中，我们使用量子反馈控制实现量子系统状态 (本征态、混合态)

的全局稳定，因此在1.1.3节中，量子反馈控制会被详细介绍，这里不再赘述。除了开环控制

和闭环控制，很多学者将经典控制理论中的若干鲁棒控制方法扩展到量子领域，如小增益定

理，传递函数方法，H∞控制及滑模控制等。
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1.1.2 基于李雅普诺夫定理的量子系统控制

在经典控制理论中，李雅普诺夫控制方法属于闭环控制。但是，李雅普诺夫控制方法需

要使用被控系统的内部信息。对于量子系统，目前还没有在不破坏或者影响系统的情况下获

取量子系统的信息，因此在量子系统中使用李雅普诺夫控制方法属于开环控制的范畴。在目

前的情况下，在量子系统中使用李雅普诺夫控制方法通常是首先在虚拟或者模拟系统中通过

闭环设计获得控制律，然后将控制律直接施加到实际的被控系统，即闭环设计-开环控制。

相对于其他控制方法，李雅普诺夫控制方法应用于量子系统时间较晚，在 2002年开始引

入量子领域。此后，经过多个学者的努力，李雅普诺夫控制方法在量子系统的应用开始得到

了广泛而丰富的研究。对大部分李雅普诺夫定理应用于量子系统的工作，可以分为两大类：一

类是使用李雅普诺夫方法设计控制律实现特定的控制目标；另一类是对设计的控制律进行收

敛性分析，理论上验证设计的控制律可以实现控制目标。

对于实现控制目标的工作，李雅普诺夫控制方法已经被用于状态转移，包括封闭量子系

统和开放量子系统，状态跟踪及量子逻辑门制备等工作。然而，并不是所有依据李雅普诺夫

定理设计的控制律可以完成控制任务，需要在理论上研究设计的控制律的收敛性。对于控制

律的收敛性分析，Mirrahimi及其合作者研究了封闭量子系统本征态的收敛控制，结果表明在

系统哈密顿量满足一定条件下，系统状态可收敛到目标态[47]。在此基础上，Kuang和 Cong解

决了封闭量子系统本征态的收敛控制问题，并研究了封闭量子系统对角混合态的收敛控制[48]。

此后，Schirmer等分别研究目标态具有非退化本征谱和退化本征谱时的状态收敛问题[49]。但

是，上述两组研究者的工作均需要量子系统的哈密顿量满足很强的条件 (强正则,全连接)，为

了突破这个限制，隐李雅普诺夫方法被引入量子系统控制，其中 Cong和Meng分别基于薛定

谔 (Schrödinger)方程和刘维尔 (Liouville)方程，研究了使用隐李雅普诺夫控制方法来解决了

封闭量子系统退化情况下任意目标态 (本征态，叠加态及混合态)的收敛控制[50]。而 Zhao等

通过使用多个李雅普诺夫函数并设计切换控制 (switching control)同样解决了封闭量子系统退

化情况下的状态收敛控制问题[51]。在解决量子系统状态收敛问题时，大部分学者使用的是拉

塞尔 (拉塞尔)不变原理或者 Barbalat引理，但是 Wang等另辟蹊径，通过结合自由演化和设

计的控制律，解决了二能级量子系统的状态收敛控制问题[52]。
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与其他控制方法类似，使用李雅普诺夫方法设计控制律的最终目的是在实际系统中使用，

目前这方面的工作还没有取得显著的成果。但是，一些学者已经考虑并做了相关工作，比如

Cong等将李雅普诺夫方法应用于半导体双量子点中，设计出满足物理系统和实际脉冲发生器

的控制律，实现量子位高性能的状态转移[53]。

1.1.3 量子反馈控制的研究及发展

在控制系统中使用反馈已经有很长的历史，且反馈是消弱噪音影响的方法之一。在量子系

统中引入反馈控制是在 1980年代的早期，但是直到 1990年代才开始被重视和研究。在 80年

代后期和 90年代早期，很多学者独立研究了描述量子系统连续测量的方程：Srinivas和Davies

获得了在光探测 (photo detections)下光共振腔 (optical cavity)的状态方程[54]；Diosi得到了描

述开放量子系统状态的随机方程[55]；在相近的时间，Barchielli 和 Lupieri 推导了海森堡图景

下描述连续测量的方程[56]。随后，Belavkin[57]，Diosi[58-59]及 Wiseman 和 Milburn[60-61]分别独

立研究了在连续测量下伴随高斯噪声的量子系统状态的方程，即随机主方程 (stochastic master

equation，SME)。但是，理解和学习这些成果要求很高的数学能力，使得它们并没有被相似研

究领域的人广泛关注和应用。

通过一种不同的量子反馈方法，1994年Wiseman和Milburn指出如果将测量结果的一个

简单函数进行反馈，量子系统的连续反馈可以用一个马尔科夫主方程描述，这种反馈方法被

称为马尔科夫反馈[62]。在 1998年，Yanagisawa和 Kimura[63]及 Doherty和 Jacobs[64]提出了从

随机主方程获得估计执行反馈的概念，并指出对于线性系统，这种反馈等价于现代经典反馈

控制，因此最优控制的标准结果可以应用于量子系统，这种反馈方法被称为贝叶斯反馈。在

2000年，Lloyd提出了不需要明确测量的反馈控制概念[65]，这种反馈控制被称为相干反馈控

制 (coherent feedback control，CFC)。相对的，所有涉及到明确测量的控制通常被称为基于测

量的反馈控制或者简称测量反馈控制 (measurement-based feedback control，MFC)，即马尔科夫

反馈和贝叶斯反馈均属于基于测量的反馈。

在量子系统中，噪声会引起消相干。因此，与经典反馈相似，量子反馈最重要的应用之

一就是抑制噪声的影响。比如马尔科夫量子反馈控制被用于抑制薛定谔猫态的消相干，即可

以产生和保护薛定谔猫态。除此之外，马尔科夫量子反馈控制还可以被用于单个两能级原子
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状态的稳定。更一般的，贝叶斯反馈则可以被用于多种微观系统的状态稳定，这些系统包括

纳米力学谐振器 (nano-mechanical resonators)，量子点及超导量子比特。基于测量的反馈控制

还有很多其他重要的应用，比如量子纠错，操纵量子纠缠，量子态的区分及量子参数估计等。

同时，相干反馈控制也可以被用于量子纠错，产生和控制连续变量的多点光学量子纠缠态等。

特别的，如果在量子状态的还原过程中执行反馈操作，可以通过设计合适的控制律使某

些特定状态全局稳定，即系统状态从任意初始态收敛到选定的目标态。通过分别单独考虑量

子滤波问题和状态反馈控制问题，van Hande等将量子反馈控制问题作为随机非线性控制问题

进行处理，并研究了使用随机李雅普诺夫技术设计量子自旋系统的反馈控制律[66]。但是，van

Handel 等的工作具有很大的局限性：使用的李雅普诺夫函数是通过数值的 SOSTOOLS 寻找

得到，对于不同的量子自旋系统，均需要重新经过 SOSTOOLS搜索，并不具有通用性；另外，

考虑的是系统是量子自旋系统，对于高维系统，这种控制律设计方法由于计算复杂度随着系

统维度的增加而变得不可采用。为了解决有限维随机量子系统的状态稳定问题，特别是高维

系统，Mirrahimi等针对一个特殊的有限维系统—角动量系统 (angular momentum systems)，提

出一种开关控制策略驱动系统状态从任意初态收敛到系统的任意一个本征态，并且根据量子

状态的样本路径对提出的控制策略进行了严格的数学证明[67]。考虑到开关控制在实际使用中

不便，2007年 Tsumura提出使用连续反馈控制也可以实现角动量系统的一个本征态的全局稳

定[68]。更进一步的，2008年 Tsumura设计了可以使角动量系统的任意本征态全局稳定的连续

控制律[69]。在同一年，Claudio Altafini和 Francesco Ticozzi将角动量系统推广到更一般的随机

量子系统。他们考虑了一个有限维随机量子系统，根据方差的定义，结合已经使用的李雅普诺

夫函数，构造了一个新颖的函数，并根据这个函数设计了非线性的控制律。但是，由于滤波器

状态空间的对称拓扑，使得设计的控制律只能实现系统本征态的局部稳定[70]。为了实现有限

维度随机量子系统的任意本征态全局稳定，Shuzhi Sam Ge等基于非平滑类李雅普诺夫稳定性

定理，分别设计了饱和形式的切换控制和连续控制实现了有限维随机量子系统本征态的全局

镇定[71]。非平滑的特性可以保证所设计的控制律能够应对滤波器状态空间的对称拓扑，从而

解决了量子滤波器状态的全局稳定问题。考虑到量子态操控对快速性的要求，Liang等设计了

一种连续的指数形式状态反馈分别实现了量子自旋-1
2
系统[72]和 N 能级角动量系统本征态的

指数镇定[73]，并对所设计状态反馈的鲁棒性进行了研究[74-75]。与以上所有工作采用的状态反
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馈不同，Cardona等提出了噪声辅助反馈策略，使用布朗噪声作为控制输入同样实现了本征态

的全局指数镇定[76]。此外，由于量子系统的演化速度非常快，采用基于测量的状态反馈进行量

子系统的控制时，系统状态的测量、控制输入的计算和实施等操作所花费的时间往往是不能

忽略的，即反馈回路中会存在延迟时间，而这个延迟时间是量子控制系统不稳定的来源之一，

忽视它可能导致不正确的分析结论和设计缺陷，从而影响状态反馈的控制性能。解决这个问

题的一种方法是利用时滞反馈控制，在控制输入中引入一个延迟时间对状态的测量、控制输

入的计算和实施等操作花费的时间进行补偿。Kashima 等将通过半代数方法获得的随机时滞

系统稳定性准则应用于量子自旋系统，设计了使其本征态全局镇定的时滞状态反馈[77]，而 Ge

等在[71]的基础上研究了控制存在延迟时间情况下有限维随机量子系统本征态的全局镇定[78]。

不同于单比特随机量子系统，多比特随机量子系统的镇定控制研究主要集中在特殊纠缠

态的制备。针对两比特量子系统，Zhou等采用李雅普诺夫方法设计了一个非光滑的状态反馈

制备了 Bell态[79]，而 Vu等则是通过结合量子态还原和棒棒控制制备了 Bell态和三比特 GHZ

态[80]。基于 Zhou等的工作，Liu等将被控系统由两比特量子系统拓展到 n比特具有简并测量

算符的量子系统，通过使用两个控制通道制备了 GHZ态[81]。最近，Liu等针对具有简并测量

算符的多比特量子系统，考虑控制存在延迟时间的情况，设计了两种时滞切换控制实现了一

类纠缠态的全局镇定[82]。为了能够快速制备纠缠态，Vu等在[78,80]的基础上采用耦合李雅普诺

夫函数法设计了切换控制，通过减少切换次数提高了 Bell态的制备速度[83]。基于 Vu等的工

作，Kuang等将状态空间分为两个子空间，设计了快速切换控制实现了多比特随机量子系统

GHZ态和 W态的全局镇定[84]，并进一步将目标态所在子空间中的控制设计为近似棒棒形式

以加速控制过程[85]。本项目申请人则通过拓展[83]中的结果，实现了控制存在延迟时间情况下

随机量子系统本征态和 Bell态的快速镇定[86]。与此同时，与单比特系统类似，Liang等使用

李雅普诺夫方法，通过借助随机控制和几何控制工具设计状态反馈，实现了 Bell态[87]和 GHZ

态[88]的全局指数镇定，而 Cardona等则采用噪声辅助反馈同样实现了 GHZ态的指数镇定[89]。

近年来，在量子态镇定控制的基础上，随机量子系统子空间的镇定控制研究也取得了一

定进展。子空间的镇定对于纠错和无噪声量子码的初始化、冷却简并基子空间以及利用准局

域源制备多体量子态等都非常重要的。Ticozzi等针对不同的系统参数设定，分别采用开环哈

密顿控制和闭环状态反馈实现了随机量子系统子空间的全局镇定[90]，并进一步研究了子空间
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1.2 本书的主要内容和结构安排

的指数镇定[91]。基于 Ticozzi等的工作，Liang等设计了基于测量的状态反馈实现子空间的全

局指数镇定，并对鲁棒性进行了严格分析，给出了状态反馈设计的参数化条件[92]。不同于状

态反馈，Ticozzi等也分别设计了基于时间和基于状态的算符切换算法，实现了随机量子系统

子空间的全局镇定[93]，而 Liang等进一步改进了算符切换算法实现了随机量子系统子空间的

全局指数镇定[94]。此外，纯态在量子理论，特别是量子动力学的许多方面起着关键作用，而

纯态属于特殊的不变子空间，因此所有针对子空间的镇定控制研究结果均可直接应用于纯态

的镇定控制。

无论是基于测量的反馈控制还是相干反馈控制，不仅在理论上得到相当程度的关注和研

究，在多个实际实验中也得到广泛的应用。在量子光学中，基于测量的反馈控制被应用于自

适应相位测量，自适应相位估计，纠正一个单光子态；相干反馈控制则可以应用于噪声消除，

压缩光 (Squeezing light)及经典逻辑门。对于阱离子，基于测量的反馈控制可以用于量子态的

稳定，Fock态的制备，原子态的经典反馈控制及控制阱离子的运动。在超导电路中，基于测量

的反馈控制被用于单比特状态的稳定及制备两比特间的纠缠；Kerckho和 Lehnert则在双稳态

超导电路中使用了相干反馈网络。除此之外，两种反馈控制均可以被应用于光力学和电机学

中，如文献[95-97]所示。对于反馈网络，James及其合作者研究了线性量子系统的反馈网络[98]，

Gough和 James基于输入输出理论构建了一个简洁方便的形式处理任意复杂的网络[99]。最近，

很多学者对多种控制问题研究了非线性相干反馈网络的使用[100-103]。2009年 Nurdin，James和

Petersen指出线性相干反馈网络可以执行线性基于测量的反馈[104]，因此基于测量的反馈和相

干反馈两者之间的关系也是目前的一个研究方向[105]。

1.2 本书的主要内容和结构安排

本书聚焦随机量子系统的镇定控制，主要研究使随机量子系统状态全局快速收敛的反馈

控制策略的设计和分析。针对随机量子系统的镇定控制，本书共分 8 章，内容结构安排如

图1.1所示。

本章概述了本书的背景和组织结构，尤其是介绍了量子系统状态控制的研究现状和发展

历程。第2章简要介绍了量子力学的基础知识、本书所研究的随机量子系统的数学模型以及设

12



1.2 本书的主要内容和结构安排

计、分析反馈控制所需要的随机系统控制理论。第3章针对一般的随机量子系统，研究了一类

混合态的全局镇定，并通过系统状态样本轨迹对所设计的切换控制进行了严格的收敛性分析。

第4章重点关注两能级量子系统的指数镇定，在这一章中设计了多种反馈控制，包括连续噪声

辅助反馈、切换状态反馈、组合反馈和改进的状态反馈，在此基础上，提出了一种划分状态

空间的方法和思路以进一步提高系统状态的收敛速度。在第5章，针对随机量子系统的快速镇

定问题，我们提出了一个解决该问题的统一框架，并将其应用于多种量子系统的快速镇定控

制，包括单比特量子系统、两比特量子系统以及多比特量子系统。第6章研究了随机时滞量子

系统的快速镇定，在这一章中我们将减少切换状态反馈的切换次数技术拓展到一类非线性随

机时滞微分方程，获得了一个类李雅谱诺夫-拉塞尔定理并将其应用于本征态和 Bell态的快速

镇定。我们在第5章中将减少切换控制的切换次数技术和状态反馈的局部指数镇定技术结合使

用，提出了使随机量子系统快速镇定的统一框架，并将其应用于不同量子系统多种状态的快

速镇定，包括单比特量子系统、两比特量子系统以及多比特量子系统。在第5章和第6章的基

础上，我们在第7章研究随机时滞量子系统的指数镇定，即同时考虑时滞控制和指数镇定，获

得了一个采用非时滞控制形式设计时滞控制仍能保证被控系统指数镇定的延时上界，并将其

分别应用于状态反馈和噪声辅助反馈以指数镇定随机时滞量子系统。第8章总结了随机量子系

统的镇定控制并对可能的研究方向进行了讨论。

总体而言，第3章研究随机量子系统的全局镇定，第4章和第5章研究随机量子系统的快速

镇定甚至指数镇定，而第6章研究随机量子系统的时滞控制，第7章则同时研究随机量子系统

的时滞控制和指数镇定。
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1.2 本书的主要内容和结构安排

2

3

4

56

7

1

8

图 1.1: 本书的内容结构示意图
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第 2章 基础知识

为了增强本书后续章节的可读性，本章中会介绍一些量子力学的基础知识和相关的理论

基础。本章的主要内容包括量子系统状态的表示方法，若干算符的定义和性质，随机量子系

统的数学模型及后面章节涉及和使用的数学知识和控制理论。

2.1 量子力学基础

本节将介绍一些量子力学的基本知识和概念。

2.1.1 量子态与状态空间

在量子力学中，系统的状态构成一个完备内积空间一希尔伯特 (Hilbert) 空间 H，内积

(·, ·) : H×H → C满足：

1. (x, x) ≥ 0, ∀x ∈ H，且 (x, x) = 0仅当 x = 0；

2. (x, y) = (y, x)∗，∀x, y ∈ H；

3. (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z)，∀x, y, z ∈ H, α, β ∈ C。

那么，状态则可以用H中的矢量表示，称为态矢量。不过，狄拉克 (Dirac)提出一套简洁的表

示符号，即右矢“| >”(ket vector)，表示系统状态。对应的，符号“< |”为左矢 (bra vectro)。

在介绍了量子系统状态的表示方法后，介绍态叠加原理，即如果 |ψ1⟩ , |ψ2⟩ , . . .，|ψn⟩为

系统的可能状态，则他们的线性叠加

|ψ⟩ = c1 |ψ1⟩+ · · ·+ cn |ψn⟩ =
n∑

k=1

ck |ψk⟩ (2.1)

也是该系统的一个状态。

当系统的一个状态可以用态矢量表示时，则称这个状态为纯态。特别的，如果 λk 为自由

哈密顿量 H0的一个本征值，存在纯态 |k⟩，满足 H0|k⟩ = λk|k⟩，则称 |k⟩为本征态。

另一种描述量子系统状态的方法是使用密度矩阵 ρ。对于纯态 |ψ⟩，用密度矩阵描述为



2.1 量子力学基础

ρ = |ψ⟩⟨ψ|，此时 ρ满足的性质为：

1. ρ = ρ†；

2. tr(ρ) = 1 tr (ρ2) = 1；

3. 半正定。

如果一个系统由两个子系统 A和 B 组成，那个 A+B 系统的纯态为

|ψ⟩AB =
∑
m,n

cmn|m⟩A ⊗ |n⟩B (2.2)

其中，|m⟩A ⊗ |n⟩B 为正交归一的基矢。A+B 系统的纯态分为两类：

1. 可分离态,|ψ⟩AB = |ψ⟩A ⊗ |ψ⟩B；

2. 不可分离态。

当系统的一个状态不能用态矢量表示时，则称这个状态为混合态。此时，只能使用密度

矩阵描述系统的状态，即

ρ =
n∑

k=1

ωk |ψk⟩ ⟨ψk| (2.3)

其中，|ψk⟩为系统可能处于的状态，对应的概率为 ωk，满足 0 ≤ ωk ≤ 1且
∑n

k=1 ωk = 1。与

纯态不同的是，对于混合态,tr (ρ2) < 1。类似的，A+B 系统的混合态分为三类：

1. 未关联态，ρAB = ρA ⊗ ρB；

2. 可分离态，ρAB =
∑

k αkρ
k
A ⊗ ρkB, 0 ≤ αk < 1；

3. 不可分离态。

2.1.2 力学量与算符

在量子力学中，基本假设之一就是任意力学量均可以用一个算符表示。因此,本小节将介

绍几个基本算符的定义和性质。

1. 对易算符：对于两个算符 A和 B，如果满足条件 AB = BA，则称 A和 B是对易的。特

别地，使用符号 [A,B] = AB − BA来标记这种运算。

2. 厄米算符：对于算符 A，如果 A的共轭转置等于算符 A本身，即 A = A†，则称算符 A

是厄米算符。

3. 幺正算符：对于算符 U，如果满足 U †U = UU † = I，则称算符 U 是幺正算符。么正算符
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2.2 量子随机主方程

有两条主要性质:

(a). 在希尔伯特空间上，保内积不变，即对任意矢量 x和 y，(Ux, Uy) = (x, y)。

(b). 满射。

2.2 量子随机主方程

研究量子系统的特性及控制问题时，系统状态遵循的动力学方程是十分重要的基础。本

节将分别介绍考虑了测量的随机量子系统主方程。

在不同的控制方法中，为了获得更好的鲁棒性，反馈控制是一种常见的控制方法。使用

反馈控制，就涉及到对系统输出的测量。然而，对量子系统进行测量会导致一些非经典的特

性:对经典系统的测量不会改变系统的状态，对量子系统的测量 (无论是投影测量还是连续测

量)会不可避免的导致系统状态以一种概率的方式改变，这种特性被称为量子态还原 (quantum

state reduction)。此时，为了在反馈控制中使用系统状态，需要借助量子滤波器。首先将测量设

备测量得到的系统状态作为量子滤波器的输入，在反馈控制中使用量子滤波器的输出代替被

控系统的状态，然后将设计的控制律分别作用在被控系统和滤波器，通过观察滤波器的输出

来判断控制效果，即如果滤波器的输出达到控制目标，则被控系统也被看作达到控制目标。这

种基于连续测量的量子系统反馈控制示意图如图2.1所示。图中的被控对象是光共振腔 (optical

cavity)中的原子，通过零差探测将测量到的信息作为量子滤波器的输入，在控制律中使用滤

波器的输出，然后将得到的控制律分别反馈作用到光共振腔 (图中为磁场形式)和滤波器，从

而改变系统状态的演化方式。

图 2.1: 基于量子连续测量的反馈控制示意图[67]
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2.3 随机系统的稳定性

根据量子滤波器理论，对量子系统的基于测量的反馈控制可以看作是量子滤波器的状态

反馈控制[106]。在连续测量下，量子滤波器状态的演化遵循一个经典的随机微分方程，这个方

程又被称为随机主方程。量子滤波器的演化方程为

dρt =

(
−i [H0, ρt]−

q∑
k=1

i [Hk, ρt] uk,t +
m∑
j=1

ΓLj
D (Lj, ρt)

)
dt+

m∑
j=1

√
ηLj

ΓLj
H (Lj, ρt) dWLj ,t

= f (ρt) dt+ g (ρt) dWL,t

dyj,t =
√
ηLj

ΓLj
tr
(
Ljρt + ρtL

†
j

)
dt+ dWLj ,t, j = 1, · · · ,m

(2.4)

其中，ρt 为描述滤波器状态的密度矩阵，且 ρt ∈ S =
{
ρt ∈ Cn×n : ρt = ρt

† ≥ 0, tr (ρt) = 1
}
，

S 代表状态空间；H0 和 Hk 分别为自由哈密顿量和控制哈密顿量；Lj 为测量算符；ΓLj
和

ηLj
分别为测量强度和测量效率；WLj ,t 是定义在经典完备状态空间

(
Ω,F , {Ft}t>0,P

)
中的维

纳过程；dWLj ,t 是独立的维纳增量，满足 dWLi,tdWLj ,t = δijdt，其中 δij 是 Kronecker 符号；

dWL,t = [dWL1,t, · · · , dWLm,t]
T；uk,t ∈ R是控制输入；yj,t 是测量输出；超算符 D (Lj, ρt)和

H (Lj, ρt)分别定义为

D (Lj, ρt) = LjρtL
†
j −

1

2
L†
jLjρt −

1

2
ρtL

†
jLj

H (Lj, ρt) = Ljρt + ρtL
†
j − tr

(
Ljρt + ρtL

†
j

)
ρt

(2.5)

普朗克 (Planck)常量设为 1。

随机主方程(2.4)可以用来描述许多物理实验系统，例如，腔镜中激光冷却的铯原子系综[63,67,107]，

由放置在两个相距较远的腔中并通过辐射场以色散方式相互作用的一对双量子比特系统[108]等。

2.3 随机系统的稳定性

对于线性定常系统，可以使用代数稳定判据、奈奎斯特稳定判据等来判定系统的稳定性。

而对于一些状态方程无法求解或者求解很困难的系统，如某些非线性系统或时变系统，为了

对系统的平衡状态进行稳定性判断，此时可以使用李雅普诺夫第二法。该方法不需要求解系

统方程的解，适用范围广泛，是更一般的系统稳定性判断和分析方法。设系统的动力学方程

为

ẋ = f(x, t) (2.6)
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2.3 随机系统的稳定性

其中,x是定义在 D上的变量。假设函数 f 有一个零点，即 f (xe) = 0，则称 xe是系统(2.6)的

平衡点。李雅普诺夫稳定性定理如定理2.1所述。

定理 2.1 (李雅普诺夫性稳定定理)

♡

如果存在一个标量函数 V (x, t) : D → R，满足如下三个条件

1. V (x, t)关于 x一阶连续可导;

2. V (x, t)不小于零，且仅当 x = xe时，V (x, t) = 0；

3. V̇ (x, t) ≤ 0;

则 xe是李雅普诺夫稳定的。另外，如果 V̇ (x, t) < 0，则 xe是渐进稳定的。

需要注意的是，李雅普诺夫稳定性定理只是判断平衡点稳定性的充分不必要条件，也就

是如果找不到满足定理2.1中所列的三个条件的函数，也不能说明系统是不稳定的。而到目前

为止，并没有一种构造李雅普诺夫函数的一般性方法,通常只能采用试误法来寻找合适的李雅

普诺夫函数。因此，在使用李雅普诺夫方法设计控制律或者判断系统稳定性的时候，构造合

适的李雅普诺夫函数是极其重要的。

本书主要研究随机量子系统的镇定控制，其中适用于随机主方程(2.4)的李雅普诺夫定理

发挥了关键的作用。为了描述定理，首先给出一些符号说明。定义 V (·) 为一个在状态空间

S 的非负实值连续函数；ρρ0t 代表起点为 ρ0 的状态运动轨迹，即 ρρlt = ρt, ρ0 = ρl；水平集

Qε = {ρ ∈ S : V (ρ) < ε}；τε = inf {t : ρρlt /∈ Qε} ; ρ̃ρlt = ρρlt∧τϵ，其中 t ∧ τε = min (t, τε) ;Lε 表

示作用在 ρ̃ρlt 的无穷小算子 L(infinitesimal operator)，其中对于随机主方程(2.4)，L为

L[·] = ∂[·]
∂ρt

f (ρt) +
1

2
tr

(
g (ρt)

T ∂
2[·]
∂ρ2t

g (ρt)

)
(2.7)

下面给出一些针对随机主方程(2.4)的若干稳定性定义。

定义 2.1
令 ρe为系统(2.4)的一个平衡点，即 dρt|ρt=ρe

= 0，则

1. 如果平衡点 ρe满足

lim
ρ0→ρe

P
(

sup
0<t<∞

V (ρt) ≥ ε

)
= 0, ∀ε > 0

则称 ρe是概率稳定的。
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2.3 随机系统的稳定性

♣

2. 如果平衡点 ρe是概率稳定的，且满足

P
(
lim
t→∞

ρt = ρe

)
= 1, ∀ρ0 ∈ Sl,Sl ⊂ S

则称 ρe是局部稳定的。如果 Sl = S，则称 ρe是全局稳定的。

3. 如果存在正常数 α和 β，使得

E [V (ρt)] ≤ αV (ρ0) e
−βt, ∀ρ0 ∈ S

则称 ρe是均方指数稳定。

4. 对任意 ρ0 ∈ S，如果

lim sup
t→∞

1

t
log V (ρt) < 0, a.s.

则称 ρe是几乎必然指数稳定。

根据稳定的定义及设定的符号，可以得到适用于随机主方程的李雅普诺夫 (局部)稳定性

定理，其主要内容如定理 2.2所述。

定理 2.2
假设在 Qε中 LεV ≤ 0，则下面的结论均成立:

1. limt→∞ V (ρ̃ρlt ) 几乎确定存在，因此对一直停留在 Qε 中的几乎每条路径，V (ρρlt )

均收敛;

2. P − limt→∞ LεV (ρ̃ρlt ) = 0，因此对几乎所有从不离开 Qε 的路径，在 t → ∞ 时，

LεV (ρρlt )依概率趋于 0 ;

3. 当 ρl ∈ Qε且 λ ≤ ε，可有一致估计

P
(

sup
0≤t<∞

V (ρρlt ) ≥ λ

)
= P

(
sup

0≤t<∞
V (ρ̃ρlt ) ≥ λ

)
≤ V (ρl)

λ

4. 对于一个状态 ρsp ∈ Qε，如果 V (ρsp) = 0且 V (ρ) ̸= 0, ρ ̸= ρsp，则 ρsp是概率稳定

的。

5. 如果存在正常数 r使得

LεV (ρρlt ) ≤ −rV (ρρlt )
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2.4 数学工具

♡

则

E [V (ρρlt )] ≤ V (ρl) e
−rt, ∀t ≥ 0

另外，在研究随机系统状态的收敛控制时，适用于随机主方程的拉塞尔不变集定理也发

挥了重要的作用。这里，首先给出不变集的定义。

定义 2.2

♣

对于一个集合 R ⊆ S，如果无论何时只要 ρl ∈ R，且 ρρlt ∈ R, ∀t ≥ 0,则称集合 R是一

个不变集。

在不变集定义的基础上,给出适用于随机主方程(2.4)的拉塞尔不变集定理。

定理 2.3

♡

[67]假设下面的条件满足

1. Qε有界且 LεV (ρ) ≤ 0, ∀ρ ∈ Qε；

2. 对于任意有界标量连续函数 f(ρ)和一个固定的 t及 ρ0 = ρl，E (f (ρρlt ))是连续的。

3. 对任意正实数 κ且 ρl ∈ Qε，当 t→ 0时，P (|ρt − ρe| ≥ κ) → 0。

令 Q0 := {ρ : LεV (ρ) = 0, ρ ∈ Qε}，且 R为在 Q0 中的最大不变集，则当 t → ∞时,在

Qε的每一条路径 ρt均收敛到R。

2.4 数学工具

2.4.1 Itô引理及 Itô乘积法则

在计算复杂函数的无穷小算子时，如果直接使用(2.7)，计算过程会相对比较复杂。这时，

可以借助 Itô引理及 Itô乘积法则，得到这些函数的无穷小算子。

引理 2.1 (Itô引理)
一个 Itô过程 xt，

dxt = µtdt+ σtdWt (2.8)
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2.4 数学工具

♡

其中，Wt是一个维纳过程。那么，对于一个二阶可导函数 f (xt)，有

df (xt) =

(
df (xt)

dxt
µ+

1

2

d2f (xt)

dx2t
σ2

)
dt+ σ

df (xt)

dxt
dWt (2.9)

特别地，对 f (xt, t)，(2.9)可以写为

df (xt, t) =

(
∂f (xt, t)

∂t
+ µt

∂f (xt, t)

∂xt
+

1

2
σ2
t

∂2f (xt, t)

∂x2t

)
dt+ σt

∂f (xt, t)

∂xt
dWt (2.10)

另外，应用 Itô引理2.1可以得到 Itô乘积法则，即

引理 2.2 (Itô乘积法则)

♡

如果 xt和 yt是两个 Itô随机过程，则

d (xtyt) = xtdyt + ytdxt + dxtdyt (2.11)

2.4.2 一些有用的定理

本小节直接罗列一些在后续章节分析所设计反馈控制收敛性时需要的数学定理，包括 Itô

等距、Borel-Cantelli引理、Hölder不等式、Doob鞅不等式和 Gronwall不等式。

定理 2.4 (Itô等距)

♡

令 xt为一个简单可预测过程，则

E
(∫ ∞

0

xsdBs

)2

= E
∫ ∞

0

x2sds

其中，Bs代表一个布朗运动。

引理 2.3 (Borel-Cantelli引理)

♡

给定一列随机事件 {En}n≥1，若 ∑
P (En) <∞

则事件 En发生无穷多次的概率为 0，即

P (lim supEn) = 0
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2.4 数学工具

定理 2.5 (Cauchy-Schwarz不等式)

♡

设 f(x), g(x)在 [a, b]上可积，则有(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤
∫ b

a

f 2(x)dx

∫ b

a

g2(x)dx

等号成立的充分必要条件是存在常数 k使得 f(x) = kg(x)或 g(x) = kf(x)。

定理 2.6 (Hölder不等式)

♡

连续形式：设在区间 I 上，函数 f, g可积且绝对可积，fg可积，则对任意的 p > 1，

有 ∣∣∣∣∫
I

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫
I

|f(x)|pdx
) 1

p

·
(∫

I

|g(x)|qdx
) 1

q

.

其中，1
p
+ 1

q
= 1。

离散形式：设 p > 1，{an}，{bn}满足
∑∞

n=1 |an|
p < +∞，

∑∞
n=1 |bn|

q < +∞，则
∞∑
n=1

|anbn| ≤

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

·

(
∞∑
n=1

|bn|q
) 1

q

其中，1
p
+ 1

q
= 1。

定理 2.7 (Doob鞅不等式)

♡

设 {Mt}t≥0是一个 Rn值鞅，令 [a, b]是 R+上的一个有界区间

1. 如果 p ≥ 1且Mt ∈ Lp
(
Ω;Rd

)
，则对所有 c > 0

P
{
ω : sup

a≤t≤b
|Mt(ω)| ≥ c

}
≤ E |Mb|p

cp

成立。

2. 如果 p > 1且Mt ∈ Lp
(
Ω;Rd

)
，则

E
(

sup
a≤t≤b

|Mt|p
)

≤
(

p

p− 1

)p

E |Mb|p

定理 2.8 (Gronwall不等式)
设 T > 0，c ≥ 0。令 u(·)是一个定义在 [0, T ]上的布尔可测有界非负函数并令 v(·)是

[0, T ]上的非负可积函数，如果

u(t) ≤ c+

∫ t

0

v(s)u(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,
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2.4 数学工具

♡

则

u(t) ≤ ce(
∫ t
0 v(s)ds),0≤t≤T

定理 2.9 (Chebyshev不等式)

♡

设随机变量 X 具有数学期望 E(X) = µ，方差 D(X) = σ2，则对于任意正数 ε，不等式

P{|X − µ| ≥ ε} ≤ σ2

ε2

成立。
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第 3章 随机量子系统混合态的全局镇定

将量子系统从任意初态转移到期望的目标态，即量子态的全局镇定，在量子化学和原子

物理的应用中具有重要意义。考虑到在涉及混合态的量子计算中，基于混合态的量子编程方

法有助于分析误差传播，本章研究随机量子系统一般混合态的全局镇定，其主要工作是设计

使随机量子系统一般混合态全局镇定的控制律，即设计控制律驱动量子系统状态由任意初态

收敛到设定的目标混合态。

3.1 系统约束及特性

量子滤波器的演化方程如(2.4)所示，如果我们采用单一控制并使用一个测量算符，即 q =

1，m = 1，在测量强度 Γ为 1的条件下，随机主方程(2.4)可以写为：

dρt =

(
−i [H0, ρt] + LρtL

† − 1

2
L†Lρt −

1

2
ρtL

†L

)
dt− i [H1, ρt] utdt

+
√
η
(
Lρt + ρtL

† − tr
(
Lρt + ρtL

†) ρt) dWt

=α (ρt) dt+ β (ρt) dt+ δ (ρt) dWt

dyt =dWt +
√
ηtr
(
Lρt + ρtL

†) dt
(3.1)

在本章，我们研究与自由哈密顿量对易的混合态的全局镇定，将目标混合态设为 ρf =

 ρf1 0

0 0

 =

[
ρf ij

]
n×n
，其中 ρf1 =

 a b

b∗ 1− a

，b ̸= 0且 tr
(
ρ2f
)
< 1。混合态的全局镇定可以描述为如

下的控制任务：

设计控制律驱动随机量子系统(3.1)从状态空间 S 的任意初始状态 ρ0 几乎确定地到达期

望的目标混合态 ρf，即

P
(
lim
t→∞

ρt = ρf

)
= 1, ∀ρ0 ∈ S

为了完成这个控制任务，首先要保证混合态全局镇定问题的可解性。为此，需要对被控



3.1 系统约束及特性

系统参数设置一定对约束条件。

假设 3.1 测量算符L是对角的、自伴随、非正则的厄米矩阵，即L = L† = diag (l1, l2, · · · , ln) , n >

2，且至少有两个对角元素是相同的。进一步地，令 l1 = l2 ̸= lk，k = 3, · · · , n且 l1+ l2 ̸= li+ lj，

i, j ̸= 1, 2。

引理 3.1

♡

如果测量算符 L正则且自由哈密顿量 H0是对角的，仅本征态是系统(3.1)自由演化下的

平衡点。

证明 系统(3.1)的平衡点 ρe满足 dρt|ρt=ρe = 0，即 α (ρe) + β (ρe) = 0

δ (ρe) = 0

(3.2)

如果 L正则且H0是对角的，所有本征态 ρk = diag(0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
k−1

10 · · · 0), k = 1, · · · , n满足(3.2)，因

此所有本征态是系统(3.1)的平衡点。

由于 L = diag (l1, l2, · · · , ln)，ρ = [ρkl]n×n，从而

Lρ =



l1ρ11 l1ρ12 · · · · · · · · · l1ρ1n

l2ρ21 l2ρ22 · · · · · · · · · l2ρ2n

... ... . . . ... ... ...

... ... ... liρii
... ...

... ... ... ... . . . ...

lnρn1 lnρn2 · · · · · · · · · lnρnn


, ρL =



l1ρ11 l2ρ12 · · · · · · · · · lnρ1n

l1ρ21 l2ρ22 · · · · · · · · · lnρ2n

... ... . . . ... ... ...

... ... ... liρii
... ...

... ... ... ... . . . ...

l1ρn1 l2ρn2 · · · · · · · · · lnρnn



2tr (Lρ) =
n∑

i=1

2liρii, Lρ+ ρL =



2l1ρ11 (l1 + l2)ρ12 · · · · · · · · · (l1 + ln) ρ1n

(l2 + l1)ρ21 2l2ρ22 · · · · · · · · · (l2 + ln)ρ2n

... ... . . . ... ... ...

... ... ... 2liρii
... ...

... ... ... ... . . . ...

(ln + l1) ρn1 (ln + l2)ρn2 · · · · · · · · · 2lnρnn


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3.1 系统约束及特性

如果 δ (ρf ) = 0，那么

Lρ+ ρL = 2tr (Lρ) · ρ⇒
n∑

i=1

2liρii = lj + lk, 1 ≤ j, k ≤ n

⇒ lj + lk =常数

⇒ lj = lk当ρjk ̸= 0

(3.3)

这与 L正则矛盾。因此，当 L正则时，仅有本征态是系统(3.1)自由演化下的平衡点。

注 3.1 假设3.1中，测量算符 L设为对角阵。如果实际物理系统中测量算符 L不是对角的，可

以通过基变换将 L变为对角阵。

假设 3.2 自由哈密顿量 H0 =

 H01 0

0 D

，其中 H01 =

 h0−11 h0−12

h0−21 h0−22

，h0−12 ̸= 0 且

D = diag (d3, · · · , dn)。

引理 3.2

♡

在假设3.1和3.2下，系统(3.1)自由演化下的平衡点是本征态 ρk = diag(0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
k−1

10 · · · 0), k =

3, · · · , n和满足 [H0, ρR] = 0的状态 ρR =

ρR1 0

0 0

 ∈ S，其中 ρR1 =

ρR11 ρR12

ρR21 ρR22

。

证明 当 ρ是本征态，即 ρ = ρk, k = 3, · · · , n,由于 L对角阵，Lρk = ρkL，因此

LρkL
† − 1

2
L†Lρk −

1

2
ρkL

†L = 0

此外，[H0, ρk] = 0，因此 α (ρk) = 0。同时，

Lρk + ρkL
† − tr

(
Lρk + ρkL

†) ρk = 2Lρk − 2tr (Lρk) ρk = 2Lρk − 2lkρk = 0

从而 δ (ρk) = 0。基于这些计算，很明显 ρk 是系统(3.1)自由演化下的平衡点。

当 ρ = ρR，L = diag (l1, l2, · · · , ln)，其中 l1 = l2 ̸= lk, k ̸= 1, 2，那么LρR =


l1ρR11 l1ρR12

l2ρR21 l2ρR22

0

0 0

，

ρRL =


l1ρR11 l2ρR12

l1ρR21 l2ρR22

0

0 0

，LρR+ρRL =


2l1ρR11 (l1 + l2) ρR12

(l2 + l1) ρR21 2l2ρR22

0

0 0

 = 2l1ρR，2tr (LρR)·
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3.1 系统约束及特性

ρR = 2 (l1ρR11 + l2ρR22)·ρR = 2l1ρR，因此 δ (ρR) = 0。考虑到LρRL =


l21ρR11 l1l2ρR12

l2l1ρR21 l22ρR22

0

0 0

 =

l21ρR 且 L2ρR = LρRL = ρRL
2 = l21ρR，α (ρR) = −i [H0, ρR]。由于 [H0, ρR] = 0，α (ρR) = 0，

所以 ρR是系统(3.1)自由演化下的平衡点。

注 3.2 根据引理3.2，假设3.1和3.2使得目标混合态 ρf 是系统(3.1)的平衡点之一。

注 3.3 如果自由哈密顿量 H0是对角阵，即 H0 = diag (h0−11, h0−22, d3 · · · , dn)，系统(3.1)的控

制哈密顿量可以分为两部分

H1 +H2 =

 H11 H12

H21 H22

+

 H2−21 0

0 0



其中 H2−21 =

 0 h0−12

h0−21 0

。可以看到，与 H1 关联的控制为 ut，与 H2 关联的控制为 1，

从而系统(3.1)可以写为

dρt =

(
−i [H0+H2, ρt] + LρtL

† − 1

2
L†Lρt −

1

2
ρtL

†L

)
dt− i [H1, ρt] utdt

+
√
η
(
Lρt + ρtL

† − tr
(
Lρt + ρtL

†) ρt) dWt

dyt =dWt +
√
ηtr
(
Lρt + ρtL

†) dt
(3.4)

即具有非对角自由哈密顿量和一个控制哈密顿量的系统(3.1)等价于具有对角自由哈密顿量和

两个控制哈密顿量的系统(3.4)，因此本章我们研究系统(3.1)代替系统(3.4)。

假设 3.3 控制哈密顿量H1 =

 H11 H12

H21 H22

 = [hij]n×n是连接的，即 hi(i+1) ̸= 0, i = 1, · · · , n−1

且H11 =

 0 h12

h21 0

。此外，H1中 h1i ̸= 0, h2i ̸= 0, i = 3, · · · , n，且 hi1 = hi2或 hi1 = −hi2, ∀i =

3, · · · , n不能同时成立。

引理 3.3

♡在假设3.1-3.3下，不存在一个状态 ρar ∈ S 在任意控制下均是系统(3.1)的平衡点。

证明 假如状态 ρar 是系统(3.1)在任意控制下的平衡点，那么 α (ρar) = β (ρar) = δ (ρar) = 0且
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3.1 系统约束及特性

ρar ∈
{
ρk, k = 3, · · · , n或ρR

}
。根据引理3.2，α (ρar) = δ (ρar) = 0。由于

[H1, ρR] = H1ρR − ρRH1 =



h12ρR21 − h21ρR12

h21ρR11 − h21ρR22

h31ρR11 + h32ρR21

...

hn1ρR11 + hn2ρR21

h12ρR22 − h12ρR11

h21ρR12 − h12ρR21

h31ρR12 + h32ρR22

...

hn1ρR12 + hn2ρR22

− (h13ρR11 + h23ρR12)

− (h13ρR21 + h23ρR22)

0

...

0

· · ·

· · ·

· · ·
. . .

· · ·

− (h1nρR11 + h2nρR12)

− (h1nρR21 + h2nρR22)

0

...

0


为使 [H1, ρR] = 0成立，需要

h12ρR21 = h21ρR12且ρR22 = ρR11
(3.5)

和

hk1ρR11 + hk2ρR21 = 0且hk1ρR12 + hk2ρR22 = 0, ∀k ∈ {3, · · · , n} (3.6)

同时成立。ρR21 = ρR12 = 0或 h12 = h21 且 ρR21 = ρR12 可使(3.5)成立。考虑到 ρR22 = ρR11，

当 ρR21 = ρR12 = 0，[H1, ρR] = ρR11



0 0 −h13 · · · −h1n

0 0 −h23 · · · −h2n

h31 h32 0 · · · 0

... ... ... . . . ...

hn1 hn2 0 · · · 0


。对所有的 k = 1 · · · , n− 1，

hk(k+1) ̸= 0，使得 [H1, ρR] ̸= 0，从而在这种情况下 β (ρR) ̸= 0。当 h12 = h21 且 ρR21 = ρR12，

根据(3.6)，我们有 ρR11 =
−hk2ρR21

hk1
且 h2k1ρR12 − h2k2ρR21 = 0，即 h2k1 = h2k2，这与 hk1 = hk2或

hk1 = −hk2, ∀k = 3, · · · , n不能同时成立矛盾，使得 [H1, ρR] ̸= 0，因此 β (ρR) ̸= 0。此外，对
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3.2 李雅普诺夫控制设计

于本征态 ρk，k = 3, · · · , n，[H1, ρk] =



0 · · · 0 h1k 0 · · · 0

... ... ... ... ... ... ...

0 · · · 0 h(k−1)k 0 · · · 0

−hk1 · · · −hk(k−1) 0 −h(k+1)k · · · −hkn

0 · · · 0 hk(k+1) 0 · · · 0

... ... ... ... ... ... ...

0 · · · 0 hnk 0 · · · 0



。

由于 hk(k+1) ̸= 0，[H1, ρk] ̸= 0，因此 β (ρk) ̸= 0。然后，根据 δ (ρar) ̸= 0，不存在一个状态

ρar ∈ S 在任意控制下均是系统(3.1)的平衡点。

3.2 李雅普诺夫控制设计

在本节，我们将基于适用于随机主方程的李雅普诺夫稳定性定理2.2设计了使目标混合态

局部镇定的控制律。本节构造的李雅普诺夫函数为

V (ρt) = V1 (ρt) + ctr2 (Pρt)

= tr
(
(ρt − ρf )

2)+ ctr2 (Pρt)

= tr
(
ρ2t
)
− 2tr (ρtρf ) + tr

(
ρ2f
)
+ ctr2 (Pρt)

(3.7)

其中，c ∈ R且 c ≥ 0；P =

 P1 0

0 0

，P1 =

 p11 p12

p21 p22

，满足 tr (Pρf ) = 0，即

ℜ(p12b∗) =
1

2
((a− 1)p22 − ap11) (3.8)

参数 P 在解决不可数系统平衡点问题发挥重要的作用，通过设计 P 可以确定不变集中

状态的个数和类型。通过设计参数 c可以使不变集中仅包含目标态。需要注意的是，由于研

究的目标态 ρf 是混合态，因此我们设定 V1 (ρt) = tr
(
(ρt − ρf )

2) 代替目标态为本征态时的
V1 (ρt) = 1− tr (ρtρf )。
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3.2 李雅普诺夫控制设计

状态 ρt作用于 V (ρt)的无穷小算子为

LV (ρt) = LV1 (ρt) + cLtr2 (Pρt)

= Ltr
(
ρ2t
)
− 2Ltr (ρtρf ) + cLtr2 (Pρt)

(3.9)

根据(3.9)，为了获得 LV (ρt)，Ltr (ρ2t )，Ltr (ρtρf )和 Ltr2 (Pρt)需要依次计算。

由于 L是自伴随的，系统(3.1)中的 α (ρt)和 β (ρt)可以写为

α (ρt) = −i [H0, ρt] + LρtL− 1

2
L2ρt −

1

2
ρtL

2

β (ρt) =
√
η (Lρt + ρtL− 2tr (Lρt) ρt)

(3.10)

从而

dtr (Pρt) = tr (Pdρt)

= tr (Pα (ρt)) dt− tr (i [H1, ρt]P ) utdt+ tr (Pδ (ρt)) dWt

(3.11)

根据(3.11)并有用 Itô乘积法则2.2，可得

dtr2 (Pρt) =2tr (Pdρt) dtr (Pρt) + (dtr (Pρt))
2

=2tr (Pdρt) (tr (Pα (ρt)) dt− tr (i [H1, ρt]P ) utdt

+ tr (Pδ (ρt)) dWt + (dtr (Pρt))
2

(3.12)

因此，

Ltr2 (Pρt) = 2tr (Pρt) (tr (Pα) + tr (−iH1 [ρt, P ]) ut) + tr2 (Pδ) (3.13)

此外，由于 [H0, ρf ] = 0及 [L, ρf ] = 0，我们有

dtr (ρtρf ) =tr

(
−i [H0, ρt] ρf + LρtLρf −

1

2
L2ρtρf −

1

2
ρtL

2ρf

)
dt

− tr (i [H1, ρt] ρf ) utdt+
√
ηtr (Lρtρf + ρtLρf − 2tr (Lρt) ρtρf ) dWt

=− tr (i [H1, ρt] ρf ) utdt+ 2
√
ηtr ((L− tr (Lρt)) ρtρf ) dWt

(3.14)

从而

Ltr (ρtρf ) = tr (−i [H1, ρt] ρf ) ut (3.15)

根据 Itô引理2.1,

dtr
(
ρ2t
)
= tr

(
2ρt
(
α (ρt) + β (ρt) + δ2 (ρt)

)
dt
)
+ 2tr (δ (ρt) ρt) dWt

(3.16)
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3.2 李雅普诺夫控制设计

考虑到 tr (ρt [H0, ρt]) = tr (ρt [H1, ρt]) = 0,

tr (ρtα (ρt)) = tr (ρt [L, ρt]L)

tr (ρtβ (ρt)) = 0

(3.17)

使得(3.16)可以写为

dtr
(
ρ2t
)
= tr

(
2ρt [L, ρt]L+ δ2 (ρt)

)
dt+ 2tr (δ (ρt) ρt) dWt

(3.18)

因此

Ltr
(
ρ2t
)
= tr

(
2ρt [L, ρt]L+ δ2 (ρt)

) (3.19)

将(3.13)、(3.15)及(3.19)代入(3.9)，有

LV (ρt) =2ctr (Pρt) tr (Pα) + ctr2 (Pδ) + tr
(
2ρt [L, ρt]L+ δ2 (ρt)

)
+ 2ctr (Pρt) tr (−iH1 [ρt, P ]) ut − 2tr (−iH1 [ρt, ρf ]) ut

=G (ρt) + utg (ρt)

(3.20)

其中，

G (ρt) = 2ctr (Pρt) tr (Pα) + ctr2 (Pδ) + tr
(
2ρt [L, ρt]L+ δ2 (ρt)

)
g (ρt) = 2ctr (Pρt) tr (−iH1 [ρt, P ])− 2tr (−iH1 [ρt, ρf ])

为了使 LV (ρt) ≤ 0，控制律 ut可以设为

ut = u (ρt) = −G (ρt)

g (ρt)
− kvg (ρt) , kv ∈ R且kv > 0 (3.21)

这样(3.20)变为

LV (ρt) = −kvg2 (ρt) ≤ 0 (3.22)

为了分析状态 ρt在控制律 u (ρt)作用下的收敛行为，我们可以应用拉塞尔不变集原理2.3。

根据拉塞尔不变集原理，系统状态 ρt 在控制律 u (ρt)的作用下从任意初态依概率收敛于下面

的不变集

R = {ρR : LV (ρR) = 0} = {ρR : g (ρR) = 0} (3.23)

考虑到不变集R中的状态 ρR包含于系统平衡点，ρR具有形式 ρR =

 ρR1 0

0 0

，其中 ρR1 =
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3.3 切换控制设计 ρR11 ρR12

ρR21 ρR22

，或 ρR是本征态。很明显，目标态 ρf ∈ R且控制律 u (ρt)能够驱动系统状态

从特定区域到目标态 ρf，即 u (ρt)可使 ρf 局部镇定。

为了使 ρf 全局镇定，我们需要基于拉塞尔不变集原理分析不变集中的状态并确定收敛域

Qcd。一个可能的方法是，设计另一个控制器 uc，当初态不在Qcd时，uc可以使系统状态在有

限时间内进入 Qcd。通过这种方式，控制律 u (ρt)和 uc结合构成切换控制 ut使目标态全局镇

定。我们将在下节给出 ut的完整描述。

3.3 切换控制设计

为了便于描述设计的切换控制，我们先进行一些符号定义。

Vmax := max
ρ∈S

V (ρ)

Q>ϵ := {ρ ∈ S : ϵ ≤ V (ρ) < Vmax}

Q≥ϵ := {ρ ∈ S : ϵ ≤ V (ρ) ≤ Vmax}

Q<ϵ := {ρ ∈ S : 0 ≤ V (ρ) < ϵ}

Q≤ϵ := {ρ ∈ S : 0 ≤ V (ρ) ≤ ϵ}

Q = minV (ρt)− V (ρIn)

M = V (ρIn) +
Q
2

其中，ρt ∈ R且 ρt ̸= ρf，ρIn = 1
n
In，In代表单位阵。在这些定义下，收敛域 Qcd设为 Q≤M，

我们可以得到定理3.1。

定理 3.1
对于系统(3.1)，在假设3.1-3.3下，系统状态在下面的切换控制 ut下可以从状态空间 S 中

的任意初态收敛到目标混合态 ρf =

 ρf1 0

0 0

，其中 ρf1 =

 a b

b∗ 1− a

且 a(a− 1)+

bb∗ < 0：

1. 如果 ρt ∈ Q≥M+Q/4，ut = uc = 1。

2. 如果 ρt ∈ Φ = Q<M+Q/4 ∩Q>M，当 ρt最后通过QM的边界进入 Φ时，ut = u (ρt)，
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3.3 切换控制设计

♡

否则 ut = uc = 1。

3. 如果 ρt ∈ Q≤M，ut = u (ρt).

其中，

u (ρt) =− G (ρt)

g (ρt)
− kvg (ρt)

G (ρt) =2ctr (Pρt) tr (Pα) + ctr2 (Pδ) + tr
(
2ρt [L, ρt]L+ δ2 (ρt)

)
g (ρt) =2ctr (Pρt) tr (−iH1 [ρt, P ])− 2tr (−iH1 [ρt, ρf ])

对 P =

 P1 0

0 0

，P1 =

 p11 p12

p21 p22

的约束为：
情况 1：如果 ℑ (b) = 0且 a ̸= 0.5，ℑ(h21p12)

ℑ(h12)
̸= p22−p11

2a−1
b。

情况 2：如果 ℑ (b) ̸= 0且 a ̸= 0.5，p11−p22
2a−1

̸= −ℑ(h21p12)
ℑ(h12b∗)

。

情况 3：如果 ℑ (b) = 0且 a = 0.5，p11 ̸= p22。

情况 4：如果 ℑ (b) ̸= 0且 a = 0.5，当 Λ < 0，p11 ̸= p22，Υ > 0；当 Λ > 0，p11 ̸= p22，

Υ > 0，Λ
Υ
< n (n+ 1)N。

其中，Λ = n−2
2n

+4ℜ (bh21)− 2h12h21，Υ =
(
1
2
(p11 + p22) + 2ℜ (p12h21)

)2− 1
n2 (p11 + p22)

2，

N = (p11 + p22)
−2。对 c的约束为：当Λ > 0且Υ > 0，max

{
Λ
Υ
, 2n
n+2

N
}
< c < n (n+ 1)N；

否则， 2n
n+2

N < c < n (n+ 1)N。

在给出定理3.1的证明之前，我们先给出引理3.4和引理3.5及其证明。

引理 3.4

♡在 ut = 1的作用下，limt→∞ E (ρt) = ρIn。

证明 令 ρ̄t = E (ρt)，在 ut = 1下，ρ̄t的演化遵循方程为

dρ̄t
dt

= −i [H0, ρ̄t]−
1

2
[L, [L, ρ̄t]]− i [H1, ρ̄t] (3.24)

考虑函数

W (ρt) = tr
(
(ρt − ρIn)

2)
= tr

(
ρ2t
)
− 1

n

(3.25)
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3.3 切换控制设计

根据(3.24)，W (ρ̄t)对时间的一阶导数为

dW (ρ̄t)

dt
= −2 tr (i [H0, ρ̄t] ρ̄t)− tr ([L, [L, ρ̄t]] ρ̄t)− 2 tr (i [H1, ρ̄t] ρ̄t)

= − tr
(
[L, ρ̄t]

† [L, ρ̄t]
)

= −∥[L, ρ̄t]∥2 ≤ 0

(3.26)

其中，∥ · ∥代表 Frobenius范数。

在控制律 ut = 1 的作用下，ρ̄t 收敛到包含在集合 {ρt : ∥[L, ρt]∥ = 0} 的最大不变集M

中。将M中的状态轨迹记为 ρ̄Mt ，由于
∥∥[L, ρ̄Mt ]∥∥ = 0，因此

[
L, ρ̄Mt

]
= 0。L是对角矩阵且

l1 = l2 ̸= lk, k ̸= 1, 2,因此 ρ̄Mt =

 ρF 0

0 D̃

，其中 ρF =

 ρF11 ρF12

ρF21 ρF22

为一个 2× 2的矩阵，

D̃ = diag
(
d̃3, · · · , d̃n

)
代表一个 (n− 2)× (n− 2)对角阵。

由于 [H0, ρf ] = 0, 当 a ̸= 0.5 时，h0−22 = Xh0−11 且 h0−12 = 1−X
2a−1

b；当 a = 0.5 时，

h0−22 = h0−11且 ℑ (h0−12b
∗) = 0。因此，当 a = 0.5时,

H01 + uH11 =

 h0−11 h0−12

h0−21 h0−11

+ u

 0 h12

h21 0


=

 h0−11 0

0 h0−11

+ u

 0 h12 +
h0−12

u

h21 +
h0−21

u
0


(3.27)

令 Hu
01 =

 h0−11 0

0 h0−11

 , Hu
11 =

 0 h12 +
h0−12

u

h21 +
h0−21

u
0

，则 H0和 H1分别变为 Hu
0 =

 Hu
01 0

0 D̄

 , Hu
1 =

 Hu
11 H12

H21 H22

，其中 D̄代表一个对角阵。需要注意的一点是，当 ut = 1时，

H1
11 =

 0 h12 + h0−12

h21 + h0−21 0

 , H12 =

 h13 · · · h1n

h23 · · · h2n

 , H21 =


h31 h32

... ...

hn1 hn2

 , H22 =
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3.3 切换控制设计

0 h34 · · · h3n

h43 0 · · · h32

... ... . . . ...

hn3 h32 · · · 0


。

当 a ̸= 0.5时,

H01 + uH11 =

 h0−11 h0−12

h0−21 Xh0−11

+ u

 0 h12

h21 0


=

 h0−11 0

0 h0−11

+ u

 0 h12 +
h0−12

u

h21 +
h0−21

u
(X − 1)h0−11

u


(3.28)

令Hu
11 =

 0 h12 +
h0−12

u

h21 +
h0−21

u
(X − 1)h0−11

u

，则H1可以写为Hu
1 =

 Hu
11 H12

H21 H22

，H0与 a = 0.5

时相同。需要注意的是,当 ut = 1时，H1
11 =

 0 h12 + h0−12

h21 + h0−21 (X − 1)h0−11

。因此，a ̸= 0.5

与 a = 0.5两种情况的不同之处在于 H1
11，但 H1

11 不影响后续证明，因而我们以 a = 0.5的情

况为例继续引理3.4的证明。

与 L相似，H1
0 也为对角阵，故

[
H1

0 , ρ̄
M
t

]
= 0。ρ̄Mt 的形式与 ρ̄Mt 相同，因此

[
H1

1 , ρ̄
M
t

]
的形

式与 ρ̄Mt 相同。由于
[
H1

1 , ρ̄
M
t

]
=

 [H1
11, ρF ] H12D̃ − ρFH12

H21ρF − D̃H21

[
H22, D̃

]
，所以 [

H22, D̃
]
为一对

角阵且H12D̃ = ρFH12。H22是连接的，从而 D̃是一个元素均相等的对角阵，记为 D̃ = κIn−2。
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3.3 切换控制设计

此时

H12D̃ =κH12 = κ

 h13 · · · h1n

0 · · · 0

+ κ

 0 · · · 0

h23 · · · h2n


ρFH12 =

 h13ρF11 + ρF12h23 · · · h1nρF11 + ρF12h2n

h13ρF21 + ρF22h23 · · · h1nρF21 + ρF22h2n


=ρF11

 h13 · · · h1n

0 · · · 0

+ ρF12

 h23 · · · h2n

0 · · · 0

+ ρF21

 0 · · · 0

h13 · · · h1n


+ ρF22

 0 · · · 0

h23 · · · h2n



(3.29)

由于 hk1 = hk2 或 hk1 = −hk2, ∀k = 3, · · · , n 不能同时成立，因此

 h13 · · · h1n

0 · · · 0

 ̸=

±

 h23 · · · h2n

0 · · · 0

且
 0 · · · 0

h13 · · · h1n

 ̸= ±

 0 · · · 0

h23 · · · h2n

。由于 h1k ̸= 0且 h2k ̸= 0, k =

3, · · · , n，因此

 h13 · · · h1n

h13 · · · h1n

 ̸=

 0

0

 ,
 h23 · · · h2n

h23 · · · h2n

 ̸=

 0

0

，从而，只有当 ρF11 =

ρF22 = κ且 ρF12 = ρF21 = 0时，H12D̃ = ρFH12，即 ρF =

 κ 0

0 κ

。由于 D̃ = κIn−2，并考虑

到 tr
(
ρ̄Mt
)
= 1，有 κ = 1

n
，因此 ρ̄Mt = 1

n
In，即M = {ρIn} , limt→∞ E (ρt) = limt→∞ ρ̄t = ρIn。

引理 3.5

♡令 τρ0 (Q>M)是从 ρ0开始的 ρt首次离开 Q>M的时间，则 τρ0 (Q>M) <∞。

证明 由于 V (ρt)是连续的且 limt→∞ E (ρt) = ρIn，有

lim
t→∞

E (V (ρt)) = V
(
lim
t→∞

E (ρt)
)
= V (ρIn) = 1− 1

n
+ ctr2 (PρIn) (3.30)

由于M− V (ρIn) = Q/2 > 0，因此，存在 T > 0，使得对所有的 t ≥ T，

|E (V (ρt))− V (ρIn)| < Q/2
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3.3 切换控制设计

从而，当 t ≥ T 时,

E (V (ρt)) < V (ρIn) +
Q

2
= M (3.31)

定义 T (ρ0) = inf {T : E (V (ρt)) < M, t ≥ T} , T̄ = supρ0∈S T (ρ0)。由于 E (V (ρt)) 的连续性，

因此 T (ρ0)对 ρ0是连续的，从而 T̄ <∞一定成立，即存在 T̄ <∞，使得在控制律 ut = 1作

用下,

E (V (ρt)) < M, ∀t ≥ T̄ , ∀ρ0 ∈ S (3.32)

下面需要证明 τρ0 (Q>M) <∞。根据文献[109]中的引理 4.3，有

E (τρ0 (Q>M)) ≤
2T̄

1− supξ∈S P
(
τξ (Q>M) > 2T̄

) (3.33)

这里用反证法证明 supξ∈S P
(
τξ (Q>M) > 2T̄

)
< 1。假设

sup
ξ∈S

P
(
τξ (Q>M) > 2T̄

)
= 1 (3.34)

明显的，对所有的 ξ ∈ Q<M有 P
(
τξ (Q>M) > 2T̄

)
< 1。根据(3.34)，存在 ξQ/2 ∈ Q>M使得

P
(
τξ (Q>M) > 2T̄

)
> 1− Q

2

因此，在 ρ0 = ξQ/2时，有

E (V (ρt)) > M · P
(
τξ (Q>M) > 2T̄

)
>

(
1− Q

2

)
M (3.35)

当 Q
2
→ 0时，存在 ξ∞ ∈ Q>M 使得

E (V (ρt)) > M (3.36)

这与(3.32)矛盾，因此 supξ∈S P
(
τξ (Q>M) > 2T̄

)
< 1。根据(3.33),E (τρ0 (Q>M)) < ∞，从而

τρ0 (Q>M) <∞。引理3.5得证。

下面我们借助引理3.4和引理3.5给出定理3.1的证明。

证明 将 ut = 1和 ut = u (ρt)作用下的状态区域分别记为M1 和Mu。图3.1是证明过程的示

意图。在图3.1中，Q>M+Q/4 ⊂ M1 且 Q≤M ⊂ Mu，如果 ρt 最后经过边界 Q>M 进入 Φ，则

Φ ⊂ Mu，否则 Φ ⊂ M1。证明分为三步：

第 1步: 在有限时间内,M1中的状态会转移到Mu;

第 2步: 状态在M1和Mu之间的交替次数是有限的，且最终会在Mu中;
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3.3 切换控制设计

第 3步: 如果系统状态一直在Mu中，则状态会收敛到目标态 ρf。
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图 3.1: 定理3.1的证明示意图

第 1步可以通过常量控制 ut = 1完成，即对于任意初态 ρ0 ∈ Q>M，系统状态 ρt 在控制

律 ut = 1作用下会在有限时间内离开M1并转移到Mu。因此，第 1步的证明包含两部分:

1. 系统状态 ρt在控制律 ut = 1的作用下会收敛到一个确定的状态，且该状态位于Mu，即

ρt可以从M1转移到Mu。

2. 在控制律 ut = 1的作用下，系统状态 ρt从M1转移到Mu可以在有限时间内完成。这

一部分已经通过引理 3.5给出。

引理3.4表明在常量控制 ut = 1下，状态会收敛到一个固定的状态 ρIn，且 ρIn ∈ Mu。引

理 3.5表明 ρt 可以在有限时间内在控制 ut = 1作用下离开 Q>M。结合引理3.4和引理 3.5，第

1步的证明完成。

下面证明第 2步。第 1步成立意味着在有限时间内，系统状态从M1 转移到Mu，标记

这个时间为 T1st。然而，状态从M1转移到Mu并不总是一次就可以完成,这使得在 t > T1st，

有两种可能：状态一直停留在Mu，记这个事件发生的概率为 PMu；状态再一次回到M1，该

事件发生的概率为 1− PMu。因此，第 2步的证明同样包含两部分:
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3.3 切换控制设计

1. 在控制律 ut作用下，系统状态 ρt在M1和Mu之间的转移次数是有限的。这一部分将

由命题3.1给出。

2. 在有限次转移之后，系统状态 ρt 将永久留在Mu 中。在转移次数有限的前提下，结合

第 1步，这个结论很容易得到。

下面我们给出命题 3.1及其证明。

命题 3.1

♠系统状态在M1和Mu之间的转移次数是有限的。

证明 根据李雅普诺夫定理2.2，

P
(

sup
0≤t<∞

V (ρt) ≥ λ

)
≤ V (ρ0)

λ

当 λ = M+ Q
4
时，由于 V (ρ0) ≤ M，因此

P
(

sup
0≤t<∞

V (ρt) ≥ M+
Q

4

)
≤ M

M+Q/4
= 1− p < 1

从而

P
(

sup
0≤t<∞

V (ρt) < M+
Q

4

)
≥ p

即状态轨迹以不小于 p = 1− M
M+Q/4

的概率停留在 Q<M+Q/4。

令事件 Bm =
{
状态从Mu到M1交替m次,m = 1, 2 · · ·

}
，则 Bm 发生的概率为 P (Bm)≤

(1− p)m。由于
∞∑

m=1

P (Bm) ≤
∞∑

m=1

(1− p)m =
1− p

p
<∞ (3.37)

根据 Borel-Cantelli引理[110]，(3.37)意味着状态从Mu到M1的交替次数是有限的，从而完成

第 2步的证明。

最后，证明第 3步。第 1步和第 2步的结果显示，在有限时间以后，系统状态将永久留

在Mu，即只有控制律 ut = u (ρt)作用在系统上。根据拉塞尔不变集原理，在 ut = u (ρt)的

作用下，系统状态 ρt 会收敛到不变集 R。对于目标态 ρf，很明显 g (ρf ) = 0，因此 ρf ∈ R。

如果不变集 R仅包含目标态 ρf，控制律 u (ρt)可以使 ρt 从任意初态收敛到 ρf，从而使目标

态 ρf 全局镇定。然而，不变集R可能包含除目标态 ρf 外的其他状态，且R中状态的个数甚

至是不可数的。对于这种情况，状态 ρt在 u (ρt)作用下可能收敛到R中的任意一个状态。因
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3.3 切换控制设计

此，我们需要分析R中的状态 ρR，并通过改进 u (ρt)使目标态 ρf 全局镇定。

由于 ρR 包含于系统平衡点的集合，根据引理3.2，ρR 应该满足条件 [H0, ρR] = 0，从而

可得 ρR 的一般形式为 ρR =

 ρR1 0

0 0

，其中 ρR1 =

 ρR11 ρR12

ρR21 1− ρR11

，且当 a ̸= 0.5时，

ρR12 = 2ρR11−1
2a−1

b，否则 ρR11 = ρR22 = 0.5且 ℑ (h0−12ρR21) = 0。由于 [H0, ρf ] = 0成立，因

此当 a ̸= 0.5 时，h0−22 = Xh0−11 且 h0−12 = 1−X
2a−1

b，否则当 a = 0.5 时，h0−22 = h0−11 且

ℑ (h0−12b
∗) = 0。这样，存在如下三种状态使 g (ρR) = 0成立:

1. ρR ∈ R1 = {ρR : tr (H1 [ρR, ρf ]) = 0且tr (PρR) · tr (H1 [ρR, P ]) = 0}，即

ℑ (h12ρR21) · (2a− 1) + ℑ (h21b) · (2ρR11 − 1) = 0 (3.38)

ℑ (h12ρR21) · (p11 − p22) + ℑ (h21p12) · (2ρR11 − 1) = 0 (3.39)

2. ρR ∈ R2 = {ρR : tr (H1 [ρR, ρf ]) ̸= 0且2ctr (PρR) tr (H1 [ρR, P ]) = tr (H1 [ρR, ρf ])}.

3. ρR ∈ R3 = {ρk : k = 3, · · · , n且g (ρk) = 0}.

从而，R = R1 ∪R2 ∪R3 ∪ ρf。

为了系统研究，我们根据ℑ (b)和 a将目标态 ρf分为四种情况，然后分别分析使 g (ρR) = 0

的状态。

情况 1：ℑ (b) = 0 且 a ̸= 0.5。在这种情况,ℑ (ρR12) = 0 且 ρR21 = 2ρR11−1
2a−1

b，因此无论

ℑ (h12)是否为零，(3.38)可以写为

ρR21ℑ (h12) · (2a− 1) = bℑ (h12) · (2ρR11 − 1) (3.40)

同时，(3.39)可以写为

ρR21ℑ (h12) · (p11 − p22) + ℑ (h21p12) · (2ρR11 − 1) = 0 (3.41)

当 ℑ (h12) = 0且 ρR11 ̸= 0.5时，(3.41)变为 h21ℑ (p12) · (2ρR11 − 1) = 0，只要 ℑ (p12) ̸= 0，该

等式不成立。当 ℑ (h12) ̸= 0且 ρR11 ̸= 0.5时，由(3.41)可得 ρR21 = −2ρR11−1
p11−p22

· ℑ(h21p12)
ℑ(h12)

，如果

ℑ(h21p12)
ℑ(h12)

̸= p22−p11
2a−1

b，这个等式也不成立。此外，当 ρR21 = 0时，ρR11 = 0.5。对应当状态记为

ρI2，即 ρI2 =

 ρI21 0

0 0

，其中 ρI21 =

 0.5 0

0 0.5

。对于 ρI2，(3.41)一定成立，因此在这种

情况 ρI2 ∈ R1。
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3.3 切换控制设计

情况 2：ℑ (b) ̸= 0且 a ̸= 0.5。在这种情况，当 ρR11 ̸= 0.5时,ℑ (ρR12) =
2ρR11−1
2a−1

ℑ (b) ̸= 0，从

而 (3.38)变为 (2ρR11 − 1)ℑ (h12b
∗ + h21b) = 0。由于ℑ (h12b

∗ + h21b) = 0，因此(3.38)一定成立。

同时，(3.39)变为 p11−p22
2a−1

ℑ (h12b
∗) +ℑ (h21p12) = 0，通过设计 P1使其满足

p11−p22
2a−1

̸= −ℑ(h21p12)
ℑ(h12b∗)

可使(3.39)一定不成立。另一方面，当 ρR11 = 0.5时，ℑ (ρR12) = 0，由于 ℑ (h12ρR21) = 0且

(2ρR11 − 1) = 0，那么(3.38)和(3.39)一定成立，因此，在这种情况 ρI2 也属于R1。

情况 3：ℑ (b) = 0 且 a = 0.5。在这种情况，ℑ (h0−12) = 0，ℑ (ρR21) = 0 且 ρR11 =

0.5。当 ℜ (ρR21) ̸= 0时，(3.38)变为 ℑ (h21b) · (2ρR11 − 1) = 0且一定成立。同时，(3.39)变为

ρR21ℑ (h12) · (p11 − p22) = 0，通过令 ℑ (h12) ̸= 0 且 p11 ̸= p22 可使(3.39)不成立。另一方面，

当 ℜ (ρR21) = 0时,ρR21 = 0，即 ρR = ρI2。很明显，(3.38)和(3.39)都成立，因此在这种情况

ρI2 ∈ R1。

情况 4：ℑ (b) ̸= 0且 a = 0.5。在这种情况，ℑ (h0−12) ̸= 0。当 ℑ (ρR21) ̸= 0，(3.38)变为

ℑ (h21b) · (2ρR11 − 1) = 0且一定成立。同时，(3.39)变为

ℑ (h12ρR21) · (p11 − p22) = 0 (3.42)

那么，当 ℑ (h12ρR21) ̸= 0时，即 h12 ̸= ρR12，令 p11 ̸= p22 可使 (3.42)不成立。当 h12 = ρR12，

(3.42)成立，即 ρR ∈ R1，其中 ρR1 =

 0.5 h12

h21 0.5

。对应的状态记为 ρh。当 ℑ (ρR21) = 0且

ℜ (ρR21) = 0时，ρR21 = 0，从而 ρR = ρI2 ∈ R1。另外，当 ℑ (ρR21) = 0且 ℜ (ρR21) ̸= 0时，

对应的状态不满足 ρR的一般形式。

根据对情况 1-4的分析，只要 P 中的 P1满足一定的条件，当 ρR = ρI2 时，ρR ∈ R1，否

则 ρR /∈ R1。同时，由于(3.38)一定成立，因此不存在状态 ρR ∈ R2。结合R3，对于情况 1-3，

不变集R = {ρf , ρI2且ρk,k = 3, · · · , n}。根据对情况 4的分析，只要 P1满足一定的条件，仅当

ρR = ρI2 或 ρh时，ρR ∈ R1，否则 ρR /∈ R1。相似地，由于(3.38)成立，不存在状态 ρR ∈ R2。

结合R3，对于情况 4，不变集R = {ρf , ρh, ρI2且ρk,k = 3, · · · , n}。

下面我们证明只要(3.7)中的 c满足一定的条件，定理3.1中的 M一定存在。对于 R中的
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状态，我们有

V (ρIn) = tr
(
ρ2f
)
− 1

n
+ c · 1

n2
(p11 + p22)

2

V (ρk) = 1 + tr
(
ρ2f
)
, k = 3, · · · , n

V (ρh) =
1

2
+ 2h21h12 − 1− 4ℜ (bh21) + tr

(
ρ2f
)
+ c ·

(
1

2
(p11 + p22) + 2ℜ (p12h21)

)2

V (ρI2) = tr
(
ρ2f
)
− 1

2
+ c · 1

4
(p11 + p22)

2

(3.43)

对于R中的状态 ρt，考虑 V (ρIn) < V (ρt)，

1. 对于情况 1-3，R = {ρf , ρI2且ρk, k = 3, · · · , n}

根据 V (ρIn) < V (ρk)，可得 c < n (n+ 1)N，其中 N = (p11 + p22)
−2。

根据 V (ρIn) < V (ρI2)，可得
2n
n+2

N < c。

因此，在这种情况中，对 c的约束为 2n
n+2

N < c < n (n+ 1)N。由于 2n
n+2

< n (n+ 1)，c

一定存在，从而保证了M的存在。

2. 对于情况 4，R = {ρf , ρh, ρI2且ρk, k = 3, · · · , n}

根据 V (ρIn) < min {V (ρk) , V (ρI2)}，可得 2n
n+2

N < c < n (n+ 1)N .

根据 V (ρIn) < V (ρh)，可得

n− 2

n
+ 4ℜ (bh21)− 2h12h21 <c

(
n+ 2

2n
(p11 + p22) + 2ℜ (p12h21)

)
×
(
n− 2

2n
(p11 + p22) + 2ℜ (p12h21)

)
即 Λ < c ·Υ。当 Λ < 0时，可以设计 p11，p22和 p12使 Υ > 0，从而 Λ

Υ
< 0 < c；当

Λ > 0时，可通过设计 p11，p22和 p12使 Υ > 0且 Λ
Υ
< n (n+ 1)N，从而 c > Λ

Υ
。

这样，对 c的约束为：当 Λ > 0且 Υ > 0时，max
{

Λ
Υ
, 2n
n+2

N
}
< c < n (n+ 1)N，否则

2n
n+2

N < c < n (n+ 1)N。对 p11，p22 和 p12 进行设计可使 Λ > 0时 Λ
Υ
< n (n+ 1)N 且

Λ < 0时 2n
n+2

< n (n+ 1)。因此，无论 Λ > 0还是 Λ < 0，c一定存在，从而保证了M的

存在。

根据对 c的约束，我们有

min
ρt∈R且ρt ̸=ρf

V (ρt) = V (ρIn) + Q = M+
Q

2
> M+

Q

4
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因此，对于R中的非目标态状态 ρt，ρt /∈ Q≤M+Q/4，从而{
ρt : ρt ∈ R ∩Q≤M+Q/4

}
= {ρf} (3.44)

这意味着不变集R中的状态仅有目标态在Qcd中，因此，在控制 u (ρt)作用下 ρt只能收敛于

ρf，即 P (limt→∞ρt = ρf ) = 1。

综合以上三步，完成了定理3.1的证明。

注 3.4 针对系统(3.1)，定理3.1给出了全局镇定混合态 ρf =

 ρf1 0

0 0

的切换控制策略，其中
ρf1 =

 a b

b∗ 1− a

且 a(a− 1) + bb∗ < 0。这个结果可以拓展到其他的混合态，如

ρF =



0 · · · 0

... . . . ...

0 · · · a

0 · · · 0

... ...

0 · · · 0

0 · · · 0

... ...

b · · · 0

0 · · · 0

... ...

0 · · · 0

0 · · · 0

... . . . ...

0 · · · 0

0 · · · 0

... ...

0 · · · 0

0 · · · b∗

... ...

0 · · · 0

0 · · · 0

... ...

0 · · · 0

1− a · · · 0

... . . . ...

0 · · · 0



=



0 · · · 0

... . . . ...

0 · · · ρww

0 · · · 0

... ...

0 · · · 0

0 · · · 0

... ...

ρwq · · · 0

0 · · · 0

... ...

0 · · · 0

0 · · · 0

... . . . ...

0 · · · 0

0 · · · 0

... ...

0 · · · 0

0 · · · ρqw

... ...

0 · · · 0

0 · · · 0

... ...

0 · · · 0

ρqq · · · 0

... . . . ...

0 · · · 0


其中，w, q ∈ {1, · · · , n}。为了全局镇定 ρF，系统(3.1)中的测量算符 L，自由哈密顿量H0，控

制哈密顿量H1和李雅普诺夫函数(3.7)中的控制参数 P 需要修改，全局镇定 ρF 的控制律与定

理3.1中的切换控制相似，其中控制参数 P 的改动部分为：p11 → pww, p12 → pwq, p21 → pqw 且
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p22 → pqq。比如，当 w = 2，q = 4时，

ρF = ρF̂ =



0 0

0 a

0 0

0 b

0 0

0 b∗

0 0

0 1− a

04×(n−4)

0(n−4)×4 0(n−4)×(n−4)


参数 L，H0，H1和 P 需要设为：

L = diag (l1, l2, · · · , ln)，其中 l2 = l4 ̸= lk，k = 1, 3, 5, · · · , n且 l2 + l4 ̸= li + lj, i, j ̸= 2, 4.

自由哈密顿量H0 =



d1 0

0 h0−22

0 0

0 h0−24

0 0

0 h0−42

d3 0

0 h0−44

0

0 D


，其中 h0−24 ̸= 0，D = diag (d5, · · · , dn)。

控制哈密顿量H1 =

 H11 H12

H21 H22

 = [hij]n×n是连接的，其中hi2 = ±hi4, ∀i = 1, 3, 5, · · · , n，

不能同时成立，且 hij ̸= 0, i = 2, 4, j = 1, 3, 5, · · · , n。

P =



0 0

0 p22

0 0

0 p24

0 0

0 p42

0 0

0 p44

0

0 0


.

构造的 L和 H0 确保了 ρF̂ 是系统的平衡点之一，而构造的 H1 保证了全局镇定 ρF̂ 问题

的可解性，这一点可通过与引理3.2和3.3相似的证明过程得以证明。基于此，镇定 ρF̂ 的控制

律就是定理3.1中的切换控制，但需进行一定的修改，即 p11 → p22, p12 → p24, p21 → p42 且

p22 → p44。很明显，当 w = 1, q = 2时，ρF = ρf，因此 ρf 是 ρF 的一个特例。
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3.4 切换控制的应用

3.4 切换控制的应用

在本节，我们用定理3.1中的切换控制全局镇定混合态。实验中，系统参数设为

H0 =


1 −1

6
0

−1
6

2 0

0 0 −1

 , H1 =


0 1 i

1 0 0.5i

−i −0.5i 0

 , L =


1

1

2

 , η = 0.5 (3.45)

很容易验证，这些参数满足3.1节中的假设条件，因此定理3.1适用于该系统。

初始态和目标态分别设为 ρ0 =


0 0 0

0 1 0

0 0 0

 和 ρf =


0.8 0.1 0

0.1 0.2 0

0 0 0

，控制参数 P =


1 −8 + i 0

−8− i 4 0

0 0 0

，c = 2.5，N = 0.1 ∈
(
6
5
N, 12N

)
，其中 N = 1

(p11+p22)
2 = 1

25
且 n = 3，

kv = 0.5，从而Q = minV (ρ)−V (ρI3) = 0.1806，其中 ρ ∈ R = {ρf , ρI2 , ρ3} ,M = V (ρI2)+
Q
2
=

0.7347。

实验结果如图3.2所示。从图中可以看出，在控制律 ut作用下，控制律 ut、李雅普诺夫函数

V 及其平均值均趋于零，意味着系统状态趋于目标态，因此设计的控制是有效的。从图3.2(b)

可以看出，对于相同的初始态和目标态，被控量子系统的随机性导致其演化路径是不同的，这

是与确定量子系统的不同之处。

3.5 小结

本章研究了具有退化测量算符的有限维随机量子系统混合态的全局镇定问题。通过构造

测量算符和控制哈密顿量，使目标混合态成为被控量子系统的平衡点之一。根据对不变集的

分析，基于构造的李雅普诺夫函数设计的控制可以使目标混合态局部镇定，即驱动系统状态

从收敛域中的初态收敛到目标混合态。如果初态不在收敛域内，则使用常数控制在有限时间

内将系统状态驱动到收敛域。因此，利用李雅普诺夫方法设计的控制和常数控制组成的切换

控制，可以使目标混合状态全局镇定。基于李雅普诺夫稳定性定理和适用于随机量子系统的
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3.5 小结
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(b) 5次实验李雅普诺夫函数 V 的变化曲线
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(c) 10次实验李雅普诺夫函数 V 的平均值变化曲线

图 3.2: 混合态镇定实验结果

拉塞尔不变集原理，证明了设计的切换控制的全局收敛性，且目标混合态可以扩展到其他类

似的混合态。在数值实验中，切换控制被应用于一个三维随机量子系统以显示其有效性。此

外，本章制备的混合态恰好是简并本征态支持下的混合态，这提供了本章技术应用在不受测

量影响的子空间中编码信息的可能性。
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第 4章 随机量子系统的指数镇定

我们在第3章中研究了随机量子系统的全局镇定。考虑到系统状态的快速收敛有助于保护

系统不受外部扰动的影响，而指数收敛在一定程度上可以体现被控系统受到扰动时的鲁棒性，

因此在本章我们研究随机量子系统指数镇定，特别是两能级随机量子系统本征态的指数镇定，

即设计多种基于连续测量的反馈控制，包括状态反馈和噪声辅助反馈，驱动系统状态从状态

空间的任意初态指数收敛到设定的目标本征态以满足量子态操控对快速性的要求。

4.1 两能级量子系统的数学模型

在连续测量下，具有一个测量通道的两能级量子系统可以用下面的 Itô型随机微分方程描

述：

dρt =

(
−i[H0 +H1ut, ρt] + LρtL

† − 1

2

(
L†Lρt + ρtL

†L
))

dt

+
√
η
(
Lρt + ρtL

† − tr
(
ρt
(
L+ L†)) ρt) dWt

dyt =
√
η tr

((
L+ L†) ρt) dt+ dWt

(4.1)

其中，ρt ∈ S =
{
ρt ∈ C2×2 : ρt = ρt

† ≥ 0, tr (ρt) = 1
}
。系统(4.1)对应随机主方程(2.4)中 q =

1,m = 1,Γ = 1 的情况。对于系统(4.1)，易知其平衡点为测量算符对应的所有本征态，即

ρe =

 0 0

0 1

和 ρg =

 1 0

0 0

。同样地，系统(4.1)的状态在连续测量下会以一定概率随机收

敛于两个平衡点的任意一个。为了确保系统(4.1)的状态能够确定地收敛于指定的目标态，需

要借助外在的控制作用。因此，本章的主要内容就是研究外在控制的设计方法，使系统(4.1)的

状态在所设计控制作用下可以从状态空间的任意初态不仅可以收敛于指定的目标态，而且能

够以指数速度收敛于指定的目标态，即两能级系统的全局指数镇定。此外，对于两能级量子

系统，系统状态 ρt可以用 Bloch坐标 (xt, yt, zt)描述，即

ρt =
I2 + xtσx + ytσy + ztσz

2
=

1

2

 1 + zt xt − iyt

xt + iyt 1− zt

 (4.2)



4.2 连续噪声辅助反馈

如果令系统(4.1)中的H0 =
ωeg

2
σz，ut = 0，L = M

2
σz，其中M 是相互作用强度，ωeg是能级差，

则(4.1)式可以描述自由演化的量子自旋-1
2
系统，即

dρt =

(
−i
ωeg

2
[σz, ρt] +

M

4
(σzρtσz − ρt)

)
dt+

√
ηM

2
(σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) dWt (4.3)

4.2 连续噪声辅助反馈

在本节，我们使用连续噪声辅助反馈实现两能级系统的全局指数镇定。噪声辅助反馈采

用布朗噪声作为控制信号驱动被控量子系统，而其噪声增益取决于一个以系统状态为变量的

函数，即

unft dt = f (ρt) dBt (4.4)

其中，Bt 是独立于 Wt 的布朗噪声。从(4.4)可以看到，噪声辅助反馈的核心是噪声增益函数

f (ρt)的设计。在噪声辅助反馈作用下，(4.1)的第一个式子变为

dρt =

(
−i[H0, ρt] + LρtL

† − 1

2

(
L†Lρt + ρtL

†L
))

dt

+ f(ρ)2
(
H1ρtH

†
1 −

1

2

(
H†

1H1ρt + ρtH
†
1H1

))
dt

+
√
η
(
Lρt + ρtL

† − tr
(
ρt
(
L+ L†)) ρt) dWt − if(ρt)[H1, ρt]dBt

(4.5)

令 H0 = 0, L =
√
Γσz, H1 = σy，其中 Γ为测量强度，则(4.5)可写为

dρt =Γ(σzρtσz − ρt)dt+
√
ηΓ(σzρt + ρtσz − 2 tr(ρtσz)ρt)dWt

+ f(ρt)
2(σyρtσy − ρt)dt− if(ρt)[σy, ρt]dBt

(4.6)

此即为本节要研究的比特量子系统数学模型。

正如4.1所述，两能级量子系统本征态全局镇定的主要障碍在于不期望平衡态的吸引。因

此，噪声辅助反馈的主要思想是当系统演化到非目标态的平衡态附近时，采用布朗噪声 Bt驱

动量子系统远离该平衡态并向目标态收敛，而当系统状态靠近目标态时，布朗噪声 Bt减弱甚

至消失。

在本节，目标本征态 ρf 设为 ρg，目标态为 ρe的情况与之类似，这里不再赘述。下面，我

们设计两种形式的连续噪声增益函数并给出对应的控制结果。
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4.2 连续噪声辅助反馈

4.2.1 连续线性噪声辅助反馈

第一种连续噪声增益函数 f(ρt)设计为

f(ρt) = ϑV (ρt), ϑ > 0 (4.7)

其中

V (ρt) =
√
1− tr (ρtρf ) (4.8)

用于描述系统状态 ρt和目标态 ρf 之间的距离。因此，连续线性噪声辅助反馈为

unf1t dt = αV (ρt)dBt, α > 0 (4.9)

噪声增益函数(4.7)的设计思想很简单：V (ρt)用于衡量 ρt离 ρf 有多近并用于调整噪声增益的

相对值，而 α用于调整噪声增益的绝对值。

根据(4.7)，我们有定理4.1。

定理 4.1

♡

对于系统 (4.6)，在连续噪声辅助反馈(4.9)作用下，李雅普诺夫函数V (ρt) =
√

1− tr (ρtρf )

满足 E [V (ρt)] < e−rtV (ρ0) , ∀t ≥ 0，即噪声辅助反馈 ut使目标态 ρf 全局指数镇定且收

敛速率 r不小于 1
2
ηΓ。

证明 根据(4.6)，有

d tr (ρtρf ) = tr (Γ (σzρtσz − ρt) ρf ) dt+ tr
(
f 2(ρt) (σyρtσyρf − ρtρf )

)
dt

+
√
ηΓ tr (σzρtρf + ρtσzρf − 2 tr (ρtσz) ρtρf ) dWt − f(ρt) tr (i [σy, ρt] ρf ) dBt

=tr
(
Γ (σzρtσz − ρt) ρf + f 2(ρt) (σyρtσyρf − ρtρf )

)
dt

+
√
ηΓ tr (σzρtρf + ρtσzρf − 2 tr (ρtσz) ρtρf ) dWt − if(ρt) tr ([σy, ρt] ρf ) dBt

=f 2(ρt) tr (ρeρf − ρtρf ) dt+ 2
√
ηΓ tr (1− tr (ρtσz)) dWt − f (ρt) tr (σxρt) dBt

=Θ(ρt) dt+ Ξ (ρt) dWt +Υ(ρt) dBt

(4.10)

其中，

Θ(ρt) = f 2(ρt) tr (ρeρf − ρtρf )
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4.2 连续噪声辅助反馈

Ξ (ρt) = 2
√
ηΓ tr (ρtρf ) (1− tr (ρtσz))

Υ (ρt) = −f (ρt) tr (σxρt)

从(4.10)可得

(d tr (ρtρf ))
2 =

(
Ξ (ρt)

2 +Υ(ρt)
2) dt (4.11)

因此,

dV (ρt) =− 1

2
(1− tr (ρtρf ))

− 1
2 (Θ (ρt) dt+ Ξ (ρt) dWt +Υ(ρt) dBt)

− 1

8
(1− tr (ρtρf ))

− 3
2
(
Ξ (ρt)

2 +Υ(ρt)
2) dt (4.12)

从而

LV (ρt) =− 1

2
(1− tr (ρtρf ))

− 1
2 Θ(ρt)−

1

8
(1− tr (ρtρf ))

− 3
2
(
Ξ (ρt)

2 +Υ(ρt)
2)

=− 1

2
(1− tr (ρtρf ))

− 1
2 f 2(ρt) tr (ρeρf − ρtρf )

− 1

8
(1− tr (ρtρf ))

− 3
2
(
4ηΓ tr2 (ρtρf ) (1− tr (ρtσz))

2 + f 2 (ρt) tr
2 (σxρt)

)
=− f 2(ρt) (tr (ρtρe)− tr (ρtρf ))

2
√

1− tr (ρtρf )
− ηΓ tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2

2 (1− tr (ρtρf ))
3
2

− f 2(ρt) tr
2(σxρt)

8 (1− tr (ρtρf ))
3
2

(4.13)

由于 1− tr (ρtρf ) > 0, ∀ρt ̸= ρf，(4.13)右手边的第三项不小于零，因此

LV (ρt) ≤ −f
2(ρt) (tr (ρtρe)− tr (ρtρf ))

2
√

1− tr (ρtρf )
− ηΓ tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2

2 (1− tr (ρtρf ))
3
2

(4.14)

将 (4.7)代入(4.14)，

LV (ρt) ≤ −ϑ
2

2
V (ρt) (tr (ρtρe)− tr (ρtρf ))−

ηΓ

2V (ρt)3
tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2 (4.15)

因为 tr(ρt) = tr(ρtρf ) + tr(ρtρe) = 1且 tr(ρtσz) = tr(ρtρf )− tr(ρtρe)，可得

1− tr(ρtσz) =1− tr(ρtρf ) + tr(ρtρe)

=2 (1− tr(ρtρf ))

=2V (ρt)
2

(4.16)

根据(4.2)，tr(ρtσz) = zt，结合(4.16)，不等式(4.15)变为

LV (ρt) ≤ −1

2

(
ηΓ(1 + zt)

2 − ϑ2zt
)
V (ρt) (4.17)
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4.2 连续噪声辅助反馈

令

g(ϑ, zt) = ηΓ(1 + zt)
2 − ϑ2zt (4.18)

现在我们证明 g(ϑ, zt)的最小值为 ηΓ。g(ϑ, zt)对 zt的一阶导数和二阶导数分别为

d

dzt
g(ϑ, zt) =2ηΓ (1 + zt)− ϑ2

d2

dz2t
g(ϑ, zt) =2ηΓ > 0

(4.19)

因此，zt = 1− ϑ2

2ηΓ
是最小值点，并记其为 z∗t。将 z∗t 代入 g(ϑ, zt)，可得

g(ϑ, z∗t ) =ηΓ(1 + 1− ϑ2

2ηΓ
)2 − ϑ2

(
1− ϑ2

2ηΓ

)
=

3

4ηΓ

(
ϑ2 − 2ηΓ

)2
+ ηΓ ≥ ηΓ

(4.20)

即当 ϑ =
√
2ηΓ时，g(ϑ, zt)的最小值为 ηΓ，因此 LV (ρt) ≤ −ηΓ

2
V (ρt)。由于只有 ρt = ρf 才

能使 V (ρt) = 0，根据定理2.2，有

E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt ≤ V (ρ0)e

− 1
2
ηΓt (4.21)

这意味着 ρf 可全局指数镇定且收敛速率 r不小于 1
2
ηΓ。证毕。

4.2.2 连续指数噪声辅助反馈

在连续线性噪声辅助反馈(4.7)中，我们使用常数 α调节噪声增益的绝对值。为了突出状

态 ρt和目标 ρf 的距离对噪声增益的影响，我们设计了另一种形式的连续噪声增益函数：

f(ρt) = µ
(
eV (ρt) − 1

)
V (ρt), µ > 0 (4.22)

即用 µ
(
eV (ρt) − 1

)
代替 ϑ。图4.1显示了初态 ρ0为 ρe，ϑ = 0.5且 µ = ϑ

eV (ρ0)−1
，当 V (ρ)从 0到

1时，ϑ和 µ
(
eV (ρt) − 1

)
的不同。因此，连续指数噪声辅助反馈为

unf2t dt =µ
(
eV (ρt) − 1

)
V (ρt)dBt

(4.23)

基于(4.23)，可得定理4.2。

定理 4.2
对于系统 (4.6)，在连续指数噪声辅助反馈(4.23)作用下，李雅普诺夫函数 V (ρt) =√
1− tr (ρtρf ) 满足 E [V (ρt)] < e−rtV (ρ0) , ∀t ≥ 0，即噪声辅助反馈 ut 使目标态 ρf
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4.2 连续噪声辅助反馈
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图 4.1: ϑ vs.µ
(
eV (ρ) − 1

)
。

♡全局指数镇定且收敛速率 r不小于 1
2
ηΓ。

证明 定理4.2的证明与定理 4.1的证明类似，因此这里主要呈现不同点。

当 f(ρt) = µ
(
eV (ρt) − 1

)
V (ρt)时，(4.15)变为

LV (ρt) ≤−
µ2
(
eV (ρt) − 1

)2
V (ρt)

2

2V (ρt)
(tr (ρtρe)− tr (ρtρf ))

− ηΓ

2V (ρt)3
tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2

=− 1

2

(
ηΓ(1 + zt)

2 − µ2
(
eV (ρt) − 1

)2
zt

)
V (ρt)

(4.24)

令

ḡ(µ, zt) = ηΓ(1 + zt)
2 − µ2

(
eV (ρt) − 1

)2
zt (4.25)

下面证明 ḡ(µ, zt)的最小值为 ηΓ。ḡ(α, zt)对 zt的一阶导数和二阶导数分别为

d

dzt
ḡ(µ, zt) =2ηΓ (1 + zt)− µ2

(
eV (ρt) − 1

)2
d2

dz2t
ḡ(µ, zt) =2ηΓ > 0

(4.26)

因此，zt = 1− µ2(eV (ρt)−1)
2

2ηΓ
是最小值点并记为 z̄∗t。将 z̄∗t 代入 ḡ(µ, zt)，可得

ḡ(µ, z̄∗t ) =
3

4ηΓ

(
µ2
(
eV (ρt) − 1

)2 − 2ηΓ
)2

+ ηΓ ≥ ηΓ (4.27)

即当 µ =
√
2ηΓ

eV (ρt)−1
时，ḡ(µ, zt)的最小值为 ηΓ，因此 LV (ρt) ≤ −ηΓ

2
V (ρt)。由于只有 ρt = ρf 才
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4.2 连续噪声辅助反馈

能使 V (ρt) = 0，根据定理2.2，有

E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
− 1

2
ηΓt ≤ V (ρ0)e

−rt (4.28)

这意味着 ρf 可全局指数镇定且收敛速率 r不小于 1
2
ηΓ。证毕。

注 4.1 对比 g(ϑ, zt)和 ḡ(µ, zt)，如果 µ = ϑ
eV (ρ0)−1

，易得 g(ϑ, zt) ≤ ḡ(µ, zt)。因此，尽管 g(ϑ, zt)

和 ḡ(µ, zt)的最小值相同，f(ρt) = µ
(
eV (ρt) − 1

)
V (ρt)时状态的收敛速度更快。

4.2.3 连续噪声辅助反馈的应用

为了验证本节设计的连续噪声辅助反馈，我们驱动系统状态从初态 ρ0 = ρg 指数收敛到

目标态 ρf = ρe，并研究系统参数 η、Γ和控制参数 ϑ、µ对收敛速度的影响。本小节对随机量

子系统的数值仿真采用 Euler-Maruyama法[111]。

(1)线性噪声辅助反馈实现本征态的指数镇定。

令系统参数 η = 0.5，Γ = 0.25，控制参数 ϑ = 0.5，100次实验的结果如图4.2所示。从图4.2中

可以看到，系统状态 ρt从初态 ρg以指数速度收敛于目标态 ρe且收敛速度不小于
1
2
ηΓ。为了研

图 4.2: 线性噪声辅助反馈实现本征态指数镇定的实验结果。(a) 100次 V (ρt)的曲线，其中红
色曲线代表其平均值，蓝色曲线代表速度为 −1

2
ηΓ的指数参考曲线；(b)图 (a)的半对数坐标

形式。

究系统参数 η和 Γ对收敛速度的影响，保持 ϑ = 0.5，Γ = 0.25不动，分别令 η = 0.25, 0.5, 0.75，

100 次实验结果如图4.3所示，图中显示 η 越大，收敛速度越快，这与理论分析结果一致。Γ

对收敛速度的影响与 η 类似，这里不再赘述。下面研究控制参数 ϑ对收敛速度的影响。保持

η = 0.5，Γ = 0.25不动，分别令 ϑ = 0.4, 0.5, 0.6，100次实验结果如图4.4所示，图中显示 ϑ越

大，状态收敛速度越快。根据(4.18)，随着 ϑ的增加，g(ϑ, zt)会减小，从而具有较小的收敛速

度，这与实验结果不同。原因在于反馈控制中更大的噪声增益会更有效地使系统状态从坏的
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4.2 连续噪声辅助反馈

平衡点脱离，导致更快的收敛速度。
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(b)

图 4.3: 不同 η的线性噪声辅助反馈实现本征态指数镇定的实验结果。(a)不同 η下 100次实验
V 的平均值，其中点线代表速度为−1

2
ηΓ的指数参考曲线，不同颜色代表不同 η值；(b)图 (a)

的半对数坐标形式。
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图 4.4: 不同 ϑ的线性噪声辅助反馈实现本征态指数镇定的实验结果。(a)不同 η下 100次实验
V 的平均值，其中蓝色曲线代表速度为 −1

2
ηΓ的指数参考曲线，其余不同颜色代表不同 η值；

(b)图 (a)的半对数坐标形式。

(2)指数噪声辅助反馈实现本征态的指数镇定。

令系统参数 η = 0.5，Γ = 0.25，控制参数 µ = 0.5

eV (ρg)−1
，100次实验的结果如图4.5所示。从

图4.5(a)和 (c)中可以看到，系统状态 ρt从初态 ρg 以指数速度收敛于目标态 ρe且收敛速度不

小于 1
2
ηΓ。此外，我们也比较了线性噪声辅助反馈和指数噪声辅助反馈，实验结果如图4.5(b)

和 (d)所示，从中可以看出，指数噪声辅助反馈作用下系统状态的收敛速度更快，这与注4.1的

理论分析结果一致。

为了研究控制参数 µ 对收敛速度的影响，保持 η = 0.5，Γ = 0.25 不动，分别令 µ =

0.4

eV (ρg)−1
, 0.5

eV (ρg)−1
, 0.6

eV (ρg)−1
，100 次实验结果如图4.6所示，图中显示 µ 越大，状态收敛速度越

快。根据(4.25)，随着 µ 的增大，ḡ(µ, zt) 减小，导致更小的收敛速度，这与数值实验结果不

同，原因与图4.4类似。对比图4.4，图4.5及图4.6，反馈控制中更大的噪声增益有助于对抗坏

平衡点的吸引，但也会阻碍目标态的吸引，这也解释了为何在开始阶段(4.7)作用下的收敛速
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图 4.5: 指数噪声辅助反馈实现本征态指数镇定的实验结果。(a) 100次实验的 V (ρt)，其中红
色曲线代表其平均值，蓝色曲线代表速度为 −1

2
ηΓ的指数参考曲线；(b)不同噪声辅助反馈作

用下 100次 V (ρt)的平均值 (绿色为线性噪声辅助反馈，红色为指数噪声辅助反馈)；图 (c)和
图 (d)分别为图 (a)和图 (b)的半对数坐标形式。

度快于(4.22)作用下的收敛速度。因此，在连续噪声辅助反馈策略中通常更推荐指数噪声辅助

反馈(4.22)及更大的 µ。
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图 4.6: 不同 µ的指数噪声辅助反馈实现本征态指数镇定的实验结果。(a)红色、黑色和绿色曲
线分别代表 µ = 0.4, 0.5, 0.6时 100次实验 V (ρt)的平均值，蓝色曲线代表速度为 −1

2
ηΓ的指

数参考曲线；(b)图 (a)的半对数坐标形式。

4.3 切换状态反馈

在第4.2节中，两种连续噪声辅助反馈实现了二能级随机量子系统的指数镇定。在本节，我

们考虑采用切换状态反馈对一类特殊的二能级量子系统实现同样的目的，即量子自旋-1
2
系统
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4.3 切换状态反馈

的指数镇定。如果令系统(4.1)中的H1 =
σy

2
，结合(4.3)，可以获得描述状态反馈作用下的量子

自旋-1
2
系统的数学模型，即

dρt =

(
−i
ωeg

2
[σz, ρt]− i

usft (ρt)

2
[σy, ρt] +

M

4
(σzρtσz − ρt)

)
dt

+

√
ηM

2
(σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) dWt

(4.29)

其中，usft (ρt)代表状态反馈。

针对量子自旋-1
2
系统(4.3)，Liang等在[72]中设计了如下连续状态反馈：

ucsf1t (ρt) = αV β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf ) (4.30)

其中，ρf 代表目标本征态，V (ρt) =
√

1− tr (ρtρf )，γ ≥ 0, β ≥ 1，0 < α < ηMλ2

(1−λ)
β−1
2

，λ ∈ (0, 1)。

基于(4.30)，我们在本节设计了另一种形式的连续状态反馈

ucsf2t (ρt) = −α tr (i [σy, ρt] ρf )V
β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf) (4.31)

即用−α tr (i [σy, ρt] ρf )代替 ucf1t (ρt)中的 α。考虑到系统收敛速度在状态反馈(4.30)和 (4.31)作

用下是不同的，我们将通过结合(4.30)和(4.31)构造切换状态反馈。

4.3.1 切换状态反馈的设计

切换状态反馈的主要思想为：将状态空间分为两个子空间 {Φ1,Φ2}，当状态位于Φ1，在(4.30)

作用下的状态收敛速度更快，而当状态位于 Φ2，在(4.31) 作用下的状态收敛速度更快。因

此，对整体状态空间而言，在切换状态反馈作用下状态的收敛速度快于单独使用连续状态反

馈(4.30)和(4.31)。根据切换状态反馈的设计思想，我们有定理4.3。

定理 4.3
对于量子自旋-1

2
系统(4.3)，如果状态反馈设计为

ussft (ρt) = K (ρt)V
β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf ) , K (ρt) =

 −α tr (i [σy, ρt] ρf ) ,如果ρt ∈ Φ1

α,如果ρt ∈ Φ2

(4.32)

其中，Φ1 = {ρ : tr2 (i [σy, ρt] ρf ) + tr (i [σy, ρt] ρf ) > ϵ}，ϵ ≥ 0，Φ2 = S \ Φ1，那么，对

于 ρt ∈ Dλ = {ρ ∈ S : λ < tr (ρρf ) ≤ 1}, λ ∈ (0, 1)，E [V (ρt)] ≤ e−rtV (ρ0) 且收敛

速度 r ≥ ηM
2
λ2 − α

2
(1− λ)

β−1
2 , 即可使目标态 ρf 局部指数镇定。特别地，对整个状态
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4.3 切换状态反馈

♡

空间 S 而言，在切换控制(4.32)作用下，系统状态的收敛速度快于单独使用连续状态反

馈(4.30)和(4.31)。

证明 当 K (ρt) = −α tr (i [σy, ρt] ρf )时，与被控量子自旋-1
2
系统(4.29)关联的作用于 V (ρt)的

无穷小算子为

LV (ρt) =
−α tr (i [σy, ρt] ρf )V

β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf )

4

tr (i [σy, ρt] ρf )

V (ρt)
− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

=− α

4
tr2 (i [σy, ρt] ρf )V

β−1 (ρt)−
γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

4V (ρt)
− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

=− 1

2

(
ηM tr2 (ρtρf ) +

γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

2V 2 (ρt)
+
α

2
tr2 (i [σy, ρt] ρf )V

β−2 (ρt)

)
V (ρt)

(4.33)

类似地，当K (ρt) = α时，与被控量子自旋-1
2
系统(4.29)关联的作用于 V (ρt)的无穷小算子为

LV (ρt) =
αV β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf )

4

tr (i [σy, ρt] ρf )

V (ρt)
− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

=
α

4
tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−1 (ρt)−
γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

4V (ρt)
− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

=− 1

2

(
ηM tr2 (ρtρf ) +

γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

2V 2 (ρt)
− α

2
tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−2 (ρt)

)
V (ρt)

(4.34)

比较(4.33)和(4.34)，如果 α tr2 (i [σy, ρt] ρf ) > −α tr (i [σy, ρt] ρf )，即 ρt ∈ Φ1，当K (ρt) =

−α tr (i [σy, ρt] ρf )V
β (ρt)时状态收敛快于K (ρt) = α时。因此，当 ρt ∈ Φ1时，在切换状态反

馈(4.32)作用下状态收敛快于在状态反馈(4.30)作用下，而当 ρt ∈ Φ2时，两者作用下的状态收

敛速度是一致的，从而使得对整个状态空间 S 而言，在切换状态反馈作用下的状态收敛速度

更快。切换状态反馈 (4.32)与连续状态反馈(4.31)的比较类似，这里不再赘述。

根据文献[72]中证明定理 4.2的第 2步，存在一个有限时间 T 使得 ρt ∈ Dλ, ∀t ≥ T。这样，

令 ρ̃0 = ρT，当 ρt ∈ Dλ时，(4.33)可写为

LV (ρt) ≤− 1

2

(
ηM tr2 (ρtρf ) +

α

2
tr2 (i [σy, ρt] ρf )V

β−2 (ρt)
)
V (ρt)

≤− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

≤− ηM

2
λ2V (ρt)

(4.35)

从而根据定理2.2可得

E[V (ρt)] ≤ V (ρ̃0)e
−rt ≤ V (ρ̃0)e

− ηM
2

λ2t, ∀ρt ∈ Dλ (4.36)
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如果 ρ0 ∈ S \Dλ，V (ρ0) > V (ρ̃0)。如果 ρ0 ∈ Dλ且 V (ρ0) < V (ρ̃0)，易得当 t > T + δ时

V (ρ0) > V (ρ̃0)，其中 δ = 2
ηMλ2 (log V (ρ̃0)− log V (ρ0))，否则当 t ≥ T 时，V (ρ0) ≥ V (ρ̃0)。

令

Ts =

 T,如果 ρ0 ∈ S \ Dλ或 ρ0 ∈ Dλ且 V (ρ0) ≥ V (ρ̃0)

T + δ,如果 ρ0 ∈ Dλ且 V (ρ0) < V (ρ̃0)

那么V (ρ0) ≥ V (ρ̃0) , ∀ρ0 ∈ S, t ≥ Ts,且(4.36)可写为E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt ≤ V (ρ0)e

− ηM
2

λ2t, ∀ρt ∈

Dλ，由于当且仅当 ρt = ρf，V (ρt) = 0，因此 ρf 可全局镇定，且当 ρt ∈ Dλ，收敛速度 r ≥ ηM
2
λ2。

另一方面，根据(4.2)，tr (i [σy, ρt] ρf ) = xt ≤ 2V (ρt)，使得(4.34)变为

LV (ρt) ≤− 1

2

(
ηM tr2 (ρtρf )−

α

2
tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−2 (ρt)
)
V (ρt)

≤− 1

2

(
ηM tr2 (ρtρf )− αV β−1 (ρt)

)
V (ρt)

≤− 1

2

(
ηMλ2 − α (1− λ)

β−1
2

)
V (ρt)

, ∀ρt ∈ Dλ (4.37)

通过与(4.35)相似的讨论，可得

E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt ≤ V (ρ0)e

−
(

ηM
2

λ2−α
2
(1−λ)

β−1
2

)
t, ∀ρt ∈ Dλ (4.38)

这意味着 ρf 可指数镇定，且当 ρt ∈ Dλ时 r ≥ ηM
2
λ2 − α

2
(1− λ)

β−1
2 。

因此，根据(4.35)和(4.38)，当 t ≥ Ts，在切换状态反馈(4.32)作用下，当 ρt ∈ Φ1 ∩Dλ，收

敛速度 r ≥ ηM
2
λ2，而当 ρt ∈ Φ2 ∩Dλ时，收敛速度 r ≥ ηM

2
λ2 − α

2
(1− λ)

β−1
2 ，从而对于 Dλ中

的状态 ρt而言，由于
α
2
(1− λ)

β−1
2 > 0，状态收敛速度 r ≥ ηM

2
λ2 − α

2
(1− λ)

β−1
2 。证毕。

注 4.2根据Dλ的定义，如果 λ较小，状态子空间Dλ可以覆盖整个状态空间 S更多的部分，因

此为了在更大的状态空间保持指数镇定成立，推荐采用更小的 λ。然而，根据(4.35)和 (4.37)，

更小的 λ会导致更小的指数收敛速度。因此，λ的取值需要平衡子空间 Dλ的大小和收敛速度

的快慢。

定理 4.4

♡

对于量子自旋-1
2
系统(4.3)，如果采用连续状态反馈(4.31)，则可使目标本征态 ρf 局部指

数镇定，且当 ρt ∈ Dλ时，E [V (ρt)] ≤ e−rtV (ρ0)，其中 r ≥ ηM
2
λ2, λ ∈ (0, 1)。

证明 根据(4.35)和文献[76]中的定理 3，本定理易证。

注 4.3尽管在连续状态反馈(4.31)作用下的最小指数收敛速度 ηM
2
λ2大于在连续状态反馈(4.30)及
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切换状态反馈 (4.32)作用下的最小指数收敛速度 ηM
2
λ2− α

2
(1− λ)

β−1
2 ，实时状态收敛速度的对

比结果并不与之一致，即在(4.30)和 (4.32)作用下的实时状态收敛速度并不一定慢于 (4.31)作

用下的实时状态收敛速度。事实上，(4.32)作用下的实时状态收敛速度快于 (4.31)作用下的实

时状态收敛速度，如定理4.3所述.

正如定理4.3所述，切换状态反馈 (4.32)可使目标本征态 ρf 局部指数镇定。事实上，与状

态反馈 usft (ρt)作用下的量子自旋-1
2
系统 (4.29)关联的作用于 V (ρt)的无穷小算子 L为

LV (ρt) =
usft (ρt)

4

tr (i [σy, ρt] ρf)

V (ρt)
− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

由于 tr (i [σy, ρe] ρf) = tr (ρeρf ) = 0，LV (ρe) = 0，从而对任意的 ρt ∈ S，LV (ρt) ≤ −CV (ρt) , C >

0不成立，这意味着对于本节的 V (ρt)，不存在任意状态反馈使目标本征态 ρf全局指数镇定。为

了使系统状态 ρt在整个状态空间S指数收敛而不仅限于Dλ，即E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt，∀ρt ∈ S，

我们可以借助噪声辅助反馈，我们将在4.4节中陈述详细技术细节。

4.3.2 切换状态反馈的应用

在本小节，我们将会在数值实验中验证切换状态反馈的有效性并与连续状态反馈进行比

较以体现其速度优势。我们令系统参数 ωeg = 0, η = 0.5，M = 1，将 ρe选为目标态，初态设为

ρ0 =
1
2

 1 1

1 1

，对应 Bloch空间中的点 (1, 0, 0)。根据(4.2)及 Φ1的定义，可得 Bloch空间中

的 Φ1是同时满足 x2+x > 0.3和−1 ≤ x ≤ 1的点集，且 Φ2 = {x : x2 + x ≤ 0.3,−1 ≤ x ≤ 1}。

很明显，ρ0 ∈ Φ1且 ρf ∈ Φ2。

(1)切换状态反馈实现本征态 ρe的指数镇定。

令切换状态反馈(4.32)中的控制参数 α = 0.5，β = 8，γ = 5，ϵ = 0.3，并设 λ = 0.9，切

换状态反馈作用下的 10次实验如图4.7所示，其中红色曲线代表速度为 ηM
2
λ2 − α

2
(1− λ)

β−1
2

的指数参考曲线。从图4.7中可以看出，系统状态 ρt 从初态 ρ0 = 1
2

 1 1

1 1

 指数收敛于目
标本征态 ρe，验证了换状态反馈的有效性。为了研究控制参数 ϵ对收敛速度的影响，分别令

ϵ = 0.3, 0.5, 0.7，实验结果如图4.8所示，图中显示 ϵ越小，状态收敛速度越快。这意味着对于
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4.3 切换状态反馈
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图 4.7: 切换状态反馈(4.32)实现本征态 ρe 指数镇定的实验结果。(a) 10次实验的 V (ρt)曲线，
其中黑色曲线代表平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式；(c)切换状态反馈(4.32)作用下一个样
本轨迹的 V (ρt)曲线；(d)图 (c)对应的切换状态反馈(4.32)的曲线。图 (c)和 (d)中，紫色区域
和白色区域分别代表状态在 ρt ∈ Φ1和 ρt ∈ Φ2中演化。

初态 ρ0 = 1
2

 1 1

1 1

，更小的 ϵ会提升状态的收敛速度，因此在切换状态反馈中建议使用更

小的 ϵ。
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图 4.8: 不同 ϵ的切换状态反馈(4.32)实现本征态 ρe指数镇定的实验结果。(a)黑色、蓝色和紫
色曲线分别代表 ϵ = 0.3, 0.5, 0.7时 10次实验 V (ρt)的平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式。

(2)两种连续状态反馈的对比。

两种连续状态反馈(4.30)和 (4.31)作用下的 10次实验如图4.9所示。从图4.9中可以看出，

连续状态反馈(4.30)和 (4.31)均可实现本征态 ρe的指数镇定，同时在时间区域 [0, 8]和 [16, 20]

的大部分阶段状态反馈 (4.31)作用下状态收敛更快，而在时间区域 [8, 16]的大部分阶段状态反
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4.4 组合反馈

馈 (4.30)作用下状态收敛更快。因此，对整个控制过程而言，两个连续状态反馈 (4.30)和 (4.31)

在不同的时间段具有各自的状态收敛速度优势。为了充分利用它们的优势，我们才提出了切

换状态反馈以提高状态的收敛速度。
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图 4.9: 两种连续状态反馈 (4.30) 和 (4.31)实现 ρe 的指数镇定。(a) 绿色和黄色曲线分别代
表(4.30)和 (4.31)作用下 10次实验 V (ρt)的平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式。

(3)切换状态反馈与连续状态反馈的对比。

为了比较切换状态反馈(4.32)和连续状态反馈(4.30) 及 (4.31)，我们将三种状态反馈作用

下的实验结果放在同一个图中，如图4.10所示，从中可以看出切换状态反馈作用下的状态收敛

快于两个连续状态反馈，这与定理 4.3一致，显示了切换状态反馈的优势。

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
time(a.u.)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7(a)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
time(a.u.)

10-4

10-2

100(b)

图 4.10: 切换状态反馈与连续状态反馈的对比实验结果。(a) 黑色、绿色和黄色曲线分别代
表(4.32)、(4.30)和 (4.31)作用下 10次实验 V (ρt)的平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式。

4.4 组合反馈

在4.2节和4.3节中，我们分别使用噪声辅助反馈和状态反馈实现了两能级随机量子系统的

指数镇定。为了充分利用这两种反馈控制的优势，在本节我们通过结合噪声辅助反馈和状态

反馈提出了组合反馈策略并实现了随机量子系统的全局指数镇定。
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4.4 组合反馈

状态反馈和噪声辅助反馈分别取如下形式：

usft dt = f (ρt) dt (4.39)

和

unft dt = g (ρt) dBt (4.40)

其中，Bt是独立于Wt的布朗噪声。

为了充分利用状态反馈和噪声辅助反馈的优势，我们通过结合这两种反馈提出了组合反

馈，即

ucft dt =K (ρt) u
sf
t dt+ (1−K (ρt)) u

nf
t dt

=K (ρt) f (ρt) dt+ (1−K (ρt)) g (ρt) dBt

(4.41)

其中，K (ρt) ∈ {0, 1}。在组合反馈(4.41)作用下，(4.1)的第一个式子变为

dρt =

(
−i [H0, ρt] + LρtL− 1

2

(
L2ρt + ρtL

2
))

dt− iK (ρt) f (ρt) [H1, ρt]dt

+ (1−K (ρt))
2 g(ρ)2

(
H1ρtH

†
1 −

1

2

(
H†

1H1ρt + ρtH
†
1H1

))
dt

+
√
η (Lρt + ρtL− 2 tr (ρtL) ρt) dWt − i (1−K (ρt)) g(ρt)[H1, ρt]dBt

(4.42)

令 H0 = ωegσz，L =
√
Γσz，H1 = σy，(4.42)可以写为

dρt =− iωeg [σz, ρt] dt+ Γ(σzρtσz − ρt)dt− iK (ρt) f (ρt) [σy, ρt] dt

− i (1−K (ρt)) g(ρt)[σy, ρt]dBt + (1−K (ρt))
2 g(ρt)

2(σyρtσy − ρt)dt

+
√
ηΓ(σzρt + ρtσz − 2 tr(ρtσz)ρt)dWt

(4.43)

此即为本节所研究量子系统的数学模型。

组合反馈的设计思想是将整个状态空间分为两个子空间，在其中一个子空间，状态反馈

可使状态以更快速度收敛，而在另一个子空间，在噪声辅助反馈作用下的状态收敛速度更快，

从而使得在组合反馈作用下状态的收敛速度快于单独使用状态反馈或单独使用噪声辅助反馈

时状态的收敛速度。因此，设计组合反馈的关键是确定如何划分系统状态空间以确定 K (ρt)，

我们将在4.4.1节中呈现一种状态空间的划分方法。
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4.4 组合反馈

4.4.1 组合反馈的设计

在本节，我们选择 ρg 作为目标态，由于相似性，我们忽略目标态为 ρe的情况。

为了获得(4.41)中的K (ρt)，我们将状态空间 S划分为两个子空间，记为Φ1和Φ2，且如果

ρt ∈ Φ1，系统状态在状态反馈作用下的收敛速度快于噪声辅助反馈，而如果 ρt ∈ Φ2 = S \Φ1，

系统状态在噪声辅助反馈作用下的收敛速度更快，因此(4.41)中的 K (ρt)可以设为

K (ρt) =

 1,如果 ρt ∈ Φ1

0,如果 ρt ∈ Φ2

(4.44)

根据(4.44)，获得 K (ρt)的关键是系统状态 S 的划分，即确定 Φ1和 Φ2。

在4.2节中，我们设计了线性噪声辅助反馈和指数噪声辅助反馈两种连续噪声辅助反馈，

基于此，在本节我们设计两个组合反馈。

4.4.2 状态反馈和线性噪声辅助反馈的组合

根据(4.41)，(4.4)，(4.7)和 (4.30)，我们可以获得一个组合反馈

ucf1t dt = K (ρt)αV
β (ρt) dt−K (ρt) γ tr (i [σy, ρt] ρf ) dt+ (1−K (ρt))ϑV (ρt)dBt (4.45)

即在(4.41)中 f (ρt) = αV β (ρt) dt− γ tr (i [σy, ρt] ρf )，g (ρt) = ϑV (ρt)。对于(4.45)，我们有下面

的结果。

定理 4.5

♡

对于系统(4.6)，如果将组合反馈(4.45)中的控制参数 K (ρt)设为

K (ρt) =

 1,如果 ρt ∈ Φ1

0,如果 ρt ∈ Φ2

(4.46)

其中 Φ1 = {ρ ∈ S : ϑ tr (i [σy, ρ] ρf )V
β−2 (ρ) +

(
ϑ2

4
− γ
)

tr2(i[σy ,ρ]ρf)
V 2(ρ)

< ϑ2 (1− 2V 2 (ρ))} ∩

Dλ，Φ2 = S \ Φ1，Dλ = {ρ ∈ S : λ < tr(ρρf ) ≤ 1}, λ ∈ (0, 1)，则对所有的 t ≥ 0，李雅

普诺夫函数 V (ρt)满足 E [V (ρt)] < e−rtV (ρ0)，即目标本征态 ρf 是全局可镇定的且收敛

速度 r不小于 min
{
2ηΓλ2 − ϑ(1− λ)

β−1
2 , 1

2
ηΓ
}
。特别地，在组合反馈(4.45)作用下的状

态收敛速度快于单独在状态反馈 (4.30)和噪声辅助反馈(4.9)作用下的状态收敛速度。
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4.4 组合反馈

证明 当 K (ρt) = 1，(4.43)变为

dρt =− iωeg [σz, ρt] dt+ Γ(σzρtσz − ρt)dt− if (ρt) [σy, ρt] dt

+
√
ηΓ (σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) dWt

=− iωeg [σz, ρt] dt+ Γ (σzρtσz − ρt) dt− i
(
αV β (ρt) dt

−γ tr (i [σy, ρt] ρf )) [σy, ρt] dt+
√
ηΓ (σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) dWt

(4.47)

与 (4.47)相关联的作用于 V 的无穷小算子 L为

LV (ρt) =
αV β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf )

2

tr (i [σy, ρt] ρf )

V (ρt)
− 2ηΓ tr2 (ρtρf )V (ρt)

=
α

2
tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−1 (ρt)−
γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

2V (ρt)
− 2ηΓ tr2 (ρtρf )V (ρt)

=− 1

2

(
4ηΓ tr2 (ρtρf ) +

γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

V 2 (ρt)
− α tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−2 (ρt)

)
V (ρt)

(4.48)

当 K (ρt) = 0，(4.43)变为

dρt =− iωeg [σz, ρt] dt+ Γ(σzρtσz − ρt)dt+ g(ρt)
2(σyρtσy − ρt)dt

+
√
ηΓ(σzρt + ρtσz − 2 tr(ρtσz)ρt)dWt − ig(ρt)[σy, ρt]dBt

=− iωeg [σz, ρt] dt+ Γ(σzρtσz − ρt)dt+ ϑ2V 2(ρt)(σyρtσy − ρt)dt

+
√
ηΓ(σzρt + ρtσz − 2 tr(ρtσz)ρt)dWt − iϑV (ρt)[σy, ρt]dBt

(4.49)

与 (4.49)相关联的作用于 V 的无穷小算子 L为

LV (ρt) =− ϑ2V 2(ρt) (tr (ρtρe)− tr (ρtρf ))

2
√

1− tr (ρtρf )
− ηΓ tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2

2 (1− tr (ρtρf ))
3
2

− ϑ2V 2(ρt) tr
2 (i [σy, ρt] ρf )

8 (1− tr (ρtρf ))
3
2

=− ϑ2

2
V (ρt) (tr (ρtρe)− tr (ρtρf ))−

ηΓ

2V (ρt)3
tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2

− ϑ2 tr2 (i [σy, ρt] ρf )

8V (ρt)

=− 1

2

(
ϑ2 (tr (ρtρe)− tr (ρtρf )) +

ηΓ

V (ρt)4
tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2

+
ϑ2 tr2 (i [σy, ρt] ρf )

4V 2 (ρt)

)
V (ρt)

(4.50)

由于 tr(ρt) = tr(ρtρf ) + tr(ρtρe) = 1和 tr(ρtσz) = tr(ρtρf )− tr(ρtρe),

1− tr(ρtσz) =1− tr(ρtρf ) + tr(ρtρe)

=2 (1− tr(ρtρf ))

(4.51)
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因此，

tr(ρtρe)− tr(ρtρf ) = 2V 2 (ρt)− 1 (4.52)

将 (4.51)和 (4.52)代入 (4.50)，(4.50)变为

LV (ρt) = −1

2

(
4ηΓ tr2 (ρtρf ) +

ϑ2 tr2 (i [σy, ρt] ρf )

4V 2 (ρt)
− ϑ2

(
1− 2V 2 (ρt)

))
V (ρt) (4.53)

比较 (4.48)和 (4.53)，如果 ρt ∈ Φ1，在状态反馈(4.30)作用下的状态收敛速度快于在噪声

辅助反馈(4.9)作用下的状态收敛速度，而如果 ρt ∈ Φ2，在噪声辅助反馈(4.9)作用下的状态收

敛速度更快。根据(4.46)，组合反馈(4.45)在 Φ1 和 Φ2 中分别使用状态反馈(4.30)和噪声辅助

反馈(4.9)，从而组合反馈(4.45)作用下的状态收敛速度在 Φ1 中快于噪声辅助反馈(4.9)，而在

Φ2 中快于状态反馈(4.30)，这意味着对整个状态空间而言，组合反馈(4.45)可使系统状态的收

敛速度快于单独使用状态反馈(4.30)和噪声辅助反馈(4.9)。

另一方面，对于(4.42)，状态反馈(4.30)和噪声辅助反馈 (4.9)作用下的无穷小算子分别为

LV (ρt) ≤ −
(
2ηΓλ2 − α(1− λ)

β−1
2

)
V (ρt) , ∀ρt ∈ Dλ (4.54)

LV (ρt) ≤ −1

2
ηΓV (ρt) , ∀ρt ∈ S (4.55)

因此，在组合反馈(4.45)作用下

LV (ρt) ≤ −min

{
2ηΓλ2 − α(1− λ)

β−1
2 ,

1

2
ηΓ

}
V (ρt) , ∀ρt ∈ S (4.56)

由于当且仅当 ρt = ρf，V (ρt) = 0。根据定理2.2，可得

E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt ≤ V (ρ0)e

−min

{
2ηΓλ2−α(1−λ)

β−1
2 , 1

2
ηΓ

}
t

即 ρf 可全局指数镇定且 r ≥ min
{
2ηΓλ2 − α(1− λ)

β−1
2 , 1

2
ηΓ
}
。证毕。

注 4.4 比较(4.33)和 (4.53)，可以看到 (4.33)和 (4.53)右手边括号中的第一项是相同的，第二项可

以通过调节控制参数 γ和α使其相等，同时由于 limρt→ρf tr (i [σy, ρt] ρf ) = 0及 limρt→ρf V (ρt) =

0，(4.33)和 (4.53)的第三项分别趋于 0和 −ϑ2。因此，当系统状态靠近目标态 ρf 时，状态反

馈 (4.30)作用下的状态收敛速度快于噪声辅助反馈 (4.9)作用下的状态收敛速度，这是设计组

合反馈的主要动机之一。

注 4.5状态空间 S 的划分示意图如图4.11所示。根据文献[72]定理 4.3的证明，当 ρt ∈ Dλ而非
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ρt ∈ S 时，(4.54)成立，这意味着在状态子空间 S \Dλ，在状态反馈(4.30)作用下系统状态不是

指数收敛的，因此我们在 S \ Dλ中使用噪声辅助反馈保证状态可以指数收敛，从而使系统状

态在整个状态空间 S 是指数收敛的，这是设计组合反馈的另一个动机。

图 4.11: 状态空间 S 的划分示意图如图。蓝色和粉红色区域分别代表 Φ1 和 Φ2，黑色斜线区
域代表 Dλ。状态空间 S = Φ1 ∪ Φ2且 Φ1 ⊂ Dλ。

4.4.3 状态反馈和指数噪声辅助反馈的组合

我们在4.2.2节中设计了指数噪声辅助反馈，如果令 Λ(ρt) = µ
(
eV (ρt) − 1

)
，可得另一种组

合反馈

ucf2t dt = K (ρt)αV
β (ρt) dt−K (ρt) γ tr (i [σy, ρt] ρf ) dt+ (1−K (ρt)) Λ(ρt)V (ρt)dBt (4.57)

即在(4.41)中 f (ρt) = αV β (ρt) dt− γ tr (i [σy, ρt] ρf ) , g (ρt) = Λ(ρt)V (ρt)。根据 (4.57)，我们有

定理4.6。

定理 4.6
对于系统 (4.6)，如果将组合反馈(4.57)中的控制参数 K (ρt)设为

K (ρt) =

 1,如果 ρt ∈ Φ1

0,如果 ρt ∈ Φ2
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♡

其中 Φ1 = {ρ ∈ S : α tr (i [σy, ρ] ρf )V
β−2 (ρ) +

(
Λ2(ρt)

4
− γ
)

tr2(i[σy ,ρ]ρf)
V 2(ρ)

<

Λ2(ρt) (1− 2V 2 (ρ))} ∪ Dλ，Φ2 = S \ Φ1，那么李雅普诺夫函数 V (ρt) 满足

E [V (ρt)] < e−rtV (ρ0) , t ≥ 0，即目标本征态 ρf 是全局可镇定的且收敛速度 r 不小于

min
{
2ηΓλ2 − α(1− λ)

β−1
2 , 1

2
ηΓ
}
。特别地，在组合反馈(4.57)作用下的状态收敛速度快

于单独在状态反馈(4.30)和噪声辅助反馈(4.23)作用下的状态收敛速度。

证明 当 K (ρt) = 0，(4.49)变为

dρt =− iωeg [σz, ρt] dt+ Γ(σzρtσz − ρt)dt+ Λ2(ρt)V
2(ρt)(σyρtσy − ρt)dt

+
√
ηΓ(σzρt + ρtσz − 2 tr(ρtσz)ρt)dWt − iΛ(ρt)V (ρt)[σy, ρt]dBt

(4.58)

与(4.58)相关联的作用于 V 的无穷小算子 L为

LV (ρt) =− Λ2(ρt)V
2(ρt) (tr (ρtρe)− tr (ρtρf ))

2
√

1− tr (ρtρf )
− ηΓ tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2

2 (1− tr (ρtρf ))
3
2

− Λ2(ρt)V
2(ρt) tr

2 (i [σy, ρt] ρf )

8 (1− tr (ρtρf ))
3
2

=− Λ2(ρt)

2
V (ρt) (tr (ρtρe)− tr (ρtρf ))−

ηΓ

2V (ρt)3
tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2

− Λ2(ρt) tr
2 (i [σy, ρt] ρf )

8V (ρt)

=− 1

2

(
Λ2(ρt) (tr (ρtρe)− tr (ρtρf )) +

ηΓ

V (ρt)4
tr2 (ρtρf ) (1− tr(ρtσz))

2

+
Λ2(ρt) tr

2 (i [σy, ρt] ρf )

4V 2 (ρt)

)
V (ρt)

(4.59)

将 (4.51)和 (4.52)代入 (4.59)，(4.59)变为

LV (ρt) =− 1

2

(
4ηΓ tr2 (ρtρf ) +

Λ2(ρt) tr
2 (i [σy, ρt] ρf )

4V 2 (ρt)
− Λ2(ρt)

(
1− 2V 2 (ρt)

))
V (ρt)

(4.60)

通过与定理4.5相似的讨论，可得对整个状态空间 S 而言，组合反馈(4.57)可使系统状态的收

敛速度快于单独使用状态反馈(4.30)和噪声辅助反馈(4.23)。

另一方面，对于(4.42)，噪声辅助反馈(4.23)作用下的无穷小算子为

LV (ρt) ≤ −1

2
ηΓV (ρt) , ∀ρt ∈ S (4.61)
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从而，根据(4.54)和 (4.61)，在组合反馈(4.57)作用下

LV (ρt) ≤ −min

{
2ηΓλ2 − µ(1− λ)

β−1
2 ,

1

2
ηΓ

}
V (ρt) , ∀ρt ∈ S (4.62)

根据定理2.2，这意味着

E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt ≤ V (ρ0)e

−min

{
2ηΓλ2−µ(1−λ)

β−1
2 , 1

2
ηΓ

}
t

因此，组合反馈(4.57)可指数镇定 ρf 且收敛速度 r不小于min
{
2ηΓλ2 − µ(1− λ)

β−1
2 , 1

2
ηΓ
}
。证

毕。

4.4.4 组合反馈的应用

在本小节，组合反馈(4.45)和 (4.57)分别用于指数镇定 ρe，令系统参数 ωeg = 0，η = 0.5，

Γ = 0.25，λ = 0.8且初态 ρ0设为 ρg。

(1)组合反馈(4.45)实现 ρe的指数镇定。

令组合反馈(4.45)中的控制参数为 ϑ = 0.5，α = 0.5，γ = 0.05，β = 8，则在这些参数

设定下，min
{
2ηΓλ2 − α(1− λ)

β−1
2 , 1

2
ηΓ
}

= 1
2
ηΓ = 0.0625。组合反馈(4.45)作用下的 100 次

实验结果如图4.12所示，从图中可以看到系统状态 ρt从初态 ρg 指数收敛于 ρe，意味着组合反

馈(4.45)是有效的。为了体现组合反馈的优势，我们也分别使用线性噪声辅助反馈 (4.9)和状态

图 4.12: 组合反馈(4.45)实现 ρe指数镇定的实验结果。(a) 100次实验的 V (ρt)曲线，其中红色
曲线代表其平均值，青色曲线代表速度为 −1

2
ηΓ的指数参考曲线；(b)图 (a)的半对数坐标形

式。

反馈(4.30)指数镇定 ρe，100次实验结果如图4.13所示。图4.13显示，组合反馈 (4.45)作用下的

状态收敛速度快于噪声辅助反馈(4.9)和状态反馈 (4.30)。此外，也可以从图4.13中看到在控制

的初始阶段噪声辅助反馈(4.9)作用下的状态收敛速度快于状态反馈 (4.30)作用下的状态收敛
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速度，这与证明定理4.5时的描述一致。然而，当系统状态 ρt靠近目标本征态 ρe时，在状态反

馈(4.30)作用下的状态收敛速度快于在噪声辅助反馈(4.9)作用下的状态收敛速度，原因在于噪

声辅助反馈中的外加噪声 Bt阻碍了目标态的吸引。因此，更合理的控制策略为当系统状态靠

近坏的平衡点时使用噪声辅助反馈而当系统状态靠近目标态时使用状态反馈，这是提出组合

反馈的动机之一。图4.14显示了一次实验的结果曲线。为了研究 ϑ对收敛速度的影响，ϑ分别

取 0.4, 0.5和 0.6时的 100次实验结果如图4.15所示，从图中可以看出更大的 ϑ有助于提升状

态的收敛速度。

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time(a.u.)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1(a)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time(a.u.)

10-8

10-6

10-4

10-2

100(b)

图 4.13: 组合反馈(4.45)与噪声辅助反馈(4.9)和状态反馈(4.30)指数镇定 ρe的对比实验结果。(a)
蓝色、红色和黑色曲线分别代表噪声辅助反馈 (4.9)、状态反馈(4.30)和组合反馈(4.45)作用下
100次实验 V (ρt)的平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式。
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图 4.14: 组合反馈 (4.45)指数镇定 ρe 的一次实验结果。(a) 李雅普诺夫函数 V (ρt) 的变化曲
线；(b) 组合反馈 u (ρt) 的变化曲线。粉色和白色背景分别代表噪声辅助反馈(4.9)和状态反
馈(4.30)作用的时间区域。

(2)组合反馈(4.57)实现 ρe的指数镇定。

对于组合反馈(4.57)，令 µ = 0.5

eV (ρg)−1
，100次实验结果如图4.16所示。从图4.16可以看到，

系统状态 ρt从初态 ρg 指数收敛到 ρe，即组合反馈(4.57)是有效的。

组合反馈 (4.57)与指数噪声辅助反馈(4.23)和状态反馈(4.30) 的对比实验结果如图4.17所

示，从图中可以看出组合反馈(4.57)作用下的状态收敛速度快于噪声辅助反馈(4.23)和状态反
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图 4.15: 不同 α 的组合反馈(4.45)指数镇定 ρe 的实验结果。(a) 蓝色、黑色和红色曲线代表
α = 0.4, 0.5, 0.6时 100次实验 V (ρt)的平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式。
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图 4.16: 组合反馈(4.57)实现 ρe指数镇定的实验结果。(a) 100次实验的 V (ρt)曲线，其中红色
曲线代表其平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式；(c)组合反馈(4.57)指数镇定 ρe 一次实验的
V (ρt)曲线；(d)组合反馈(4.57)指数镇定 ρe一次实验的 u (ρt)曲线。粉色和白色背景分别代表
噪声辅助反馈 (4.23)和状态反馈 (4.30)作用下的时间区域。
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馈(4.30)，体现了组合反馈(4.57)的优势。此外，我们也对比了两种组合反馈(4.45)和 (4.57)，结

果如图4.18所示。从图4.18可以看出，在(4.45)作用下的状态收敛速度快于在 (4.57)作用下的状

态收敛速度，这与4.2节中对相应的噪声辅助反馈理论分析结果一致。
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100(b)

图 4.17: 组合反馈 (4.57)与指数噪声辅助反馈(4.23)和状态反馈(4.30)的对比实验结果。(a)蓝
色、红色和黑色曲线分别代表指数噪声辅助反馈(4.23)、状态反馈(4.30)和组合反馈 (4.57)作用
下 100次实验 V (ρt)的平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式。
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图 4.18: 组合反馈(4.45)和 (4.57)指数镇定 ρe 的对比实验结果。(a)蓝色和红色曲线分别代表
组合反馈(4.45)和 (4.57)作用下 100次实验 V (ρt)的平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式。

4.5 改进状态反馈

在4.3节中，我们使用切换状态反馈实现了量子自旋-1
2
系统(4.3)的 (局部)指数镇定。为了

进一步提高系统状态的收敛速度，我们将在本节对切换控制使用的状态反馈进行改进以获得

更好的控制性能。
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4.5.1 改进连续状态反馈

为了使系统状态更快收敛，我们将连续状态反馈(4.30)改为

ucsfmt (ρt) = κ (ρt)αV
β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf ) (4.63)

其中，κ (ρt) =

 −1,如果 ρt ∈ Φ1

1,如果 ρt ∈ Φ2

，Φ1 = {ρ : tr (i [σy, ρ] ρf ) > 0, ρ ∈ Dλ}且 Φ2 = Dλ \ Φ1，

Dλ = {ρ ∈ S : λ < tr (ρρf ) ≤ 1}，λ ∈ (0, 1)。

基于改进状态反馈(4.63)和状态子空间 Dλ，我们有引理4.1。

引理 4.1

♡

对于量子自旋-1
2
系统(4.3)，在改进状态反馈(4.63)作用下，对李雅普诺夫函数 V (ρt) =√

1− tr (ρtρf ) 的无穷小算子满足 LV (ρt) ≤ −rV (ρt) , ∀ρt ∈ Dλ，其中 r ≥ ηM
2
λ2。特

别地，在状态子空间 Dλ中，改进状态反馈(4.63)作用下的状态收敛速度快于连续状态反

馈(4.30)作用下的状态收敛速度。

证明 根据 (2.7)，与 (4.29)和 (4.63)相关联的作用于 V (ρt)的无穷小算子 L为

LVcsfm (ρt) =
κ (ρt)αV

β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf )

4

tr (i [σy, ρt] ρf )

V (ρt)
− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

=
α

4
κ (ρt) tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−1 (ρt)−
γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

4V (ρt)
− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

=− 1

2

(
ηM tr2 (ρtρf ) +

γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

2V 2 (ρt)
+
α

2
| tr (i [σy, ρt] ρf ) |V β−2 (ρt)

)
V (ρt)

=− 1

2

(
Λ +

α

2
| tr (i [σy, ρt] ρf ) |V β−2 (ρt)

)
V (ρt)

(4.64)

其中，Λ = ηM tr2 (ρtρf ) +
γ tr2(i[σy ,ρt]ρf)

2V 2(ρt)
。同时，与(4.6)和 (4.30)相关联的作用于 V (ρt)的无

穷小算子 L为

LVcsf (ρt) =− 1

2

(
Λ− α

2
tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−2 (ρt)
)
V (ρt) (4.65)

比较 (4.64)和 (4.65)，由于 | tr (i [σy, ρt] ρf ) | ≥ − tr (i [σy, ρt] ρf )，有

LVcsfm (ρt) ≤ LVcsf (ρt) (4.66)

因此，在(4.63)作用下的状态收敛速度快于(4.30)作用下的状态收敛速度。

73



4.5 改进状态反馈

另一方面，当 ρt ∈ Dλ时，(4.64)可以写为

LVcsfm (ρt) ≤− 1

2

(
ηMλ2 +

γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

2V 2 (ρt)
+
α

2
| tr (i [σy, ρt] ρf ) |V β−2 (ρt)

)
V (ρt)

≤− 1

2
ηMλ2V (ρt)

(4.67)

从而在状态反馈(4.63)作用下，LV (ρt) ≤ −rV (ρt)且 r ≥ ηM
2
λ2。证毕。

注 4.6根据引理4.1，改进状态反馈(4.63)仅可使系统状态在子空间 Dλ 指数收敛，因此，对于

量子自旋-1
2
系统(4.3)的全局镇定控制任务而言，引理4.1仅可作为局部控制策略下的一个结果

而不能孤立地将其作为一个完整控制策略的结果。

注 4.7在文献[73]中，状态反馈被用于指数镇定 n能级量子角动量系统，其思想和方法与[72]类

似，因此本节提出的改进状态反馈的方法也适用于 n能级量子角动量系统的指数镇定。

4.5.2 改进切换状态反馈

对于量子自旋-1
2
系统 (4.3)，我们在4.3节通过结合状态反馈(4.30)和(4.31)构造了切换状态

反馈(4.32)。这里，我们根据(4.31)构造另一种切换状态反馈

ussfmt (ρt) = (k (ρt)α− (1− k (ρt))α tr (i [σy, ρt] ρf ))V
β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf ) (4.68)

其中，

k (ρt) =


− ξ

tr(i[σy ,ρt]ρf)
,如果 tr (i [σy, ρt] ρf ) ̸= 0

0,其他情况

, ξ ≥ 1 (4.69)

对于切换状态反馈(4.68)，我们有引理4.2。

引理 4.2

♡

对于量子自旋-1
2
系统 (4.3)，在改进切换状态反馈(4.68)作用下，对李雅普诺夫函数

V (ρt) =
√

1− tr (ρtρf )的无穷小算子满足LV (ρt) ≤ −rV (ρt)，∀ρt ∈ Dλ，其中 r ≥ ηM
2
λ2。

特别地，在状态子空间 Dλ中，改进切换状态反馈(4.68)作用下的状态收敛速度快于切换

状态反馈(4.32)作用下的状态收敛速度。
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证明 与量子自旋-1
2
系统(4.3)和状态反馈(4.68)关联的作用于 V (ρt)的无穷小算子 L为

LVssfm (ρt) =
1

4

(
(k (ρt)α− (1− k (ρt))α tr (i [σy, ρt] ρf ))V

β (ρt)

−γ tr (i [σy, ρt] ρf ))
tr (i [σy, ρt] ρf )

V (ρt)
− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

=
α

4
k (ρt) tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−1 (ρt)−
α

4
(1− k (ρt)) tr

2 (i [σy, ρt] ρf )V
β−1 (ρt)

− γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

4V (ρt)
− ηM

2
tr2 (ρtρf )V (ρt)

=− 1

2

(
ηM tr2 (ρtρf ) +

γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

2V 2 (ρt)
− α

2
k (ρt) tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−2 (ρt)

+
α

2
(1− k (ρt)) tr

2 (i [σy, ρt] ρf )V
β−2 (ρt)

)
V (ρt)

=− 1

2
(Λ− k (ρt) Ω + (1− k (ρt)) tr (i [σy, ρt] ρf ) Ω)V (ρt)

(4.70)

其中，Ω = α
2
tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−2 (ρt)。而与(4.29)和(4.32)关联的作用于 V (ρt)的无穷小算子

L为

LVssf (ρt) =

 −1
2
(Λ + tr (i [σy, ρt] ρf ) Ω)V (ρt) ,如果 ρt ∈ Φ1

−1
2
(Λ− Ω)V (ρt) ,如果 ρt ∈ Φ2

(4.71)

当 ρt ∈ Φ1时，tr (i [σy, ρt] ρf ) > 0,从而 k (ρt) = − ξ

tr(i[σy ,ρt]ρf)
< 0，使得

k (ρt)
(
tr (i [σy, ρt] ρf ) + tr2 (i [σy, ρt] ρf )

)
< 0 (4.72)

由 (4.72)可得

−k (ρt) tr (i [σy, ρt] ρf ) + (1− k (ρt)) tr
2 (i [σy, ρt] ρf ) > tr2 (i [σy, ρt] ρf ) (4.73)

即

−k (ρt) Ω + (1− k (ρt)) tr (i [σy, ρt] ρf ) Ω > tr (i [σy, ρt] ρf ) Ω (4.74)

因此，LVssfm (ρt) < LVssf (ρt)，这意味着当 ρt ∈ Φ1 时，在(4.68)作用下的状态收敛速度快于

在(4.32)作用下的状态收敛速度。

令 Φ3 = {ρ : tr (i [σy, ρ] ρf ) = 0, ρ ∈ Dλ}, 当 ρt ∈ Φ2 \ Φ3 时，tr (i [σy, ρt] ρf ) < 0，从而

k (ρt) = − ξ

tr(i[σy ,ρt]ρf)
> 1，因此

(1− k (ρt)) (1 + tr (i [σy, ρt] ρf )) < 0 (4.75)
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使得

−k (ρt) Ω + (1− k (ρt)) tr (i [σy, ρt] ρf ) Ω > −Ω (4.76)

即 LVssfm (ρt) < LVssf (ρt)，说明当 ρt ∈ Φ2 \ Φ3 时，在(4.68)作用下的状态收敛速度快于

在(4.32)作用下的状态收敛速度。

当 ρt ∈ Φ3时，由于 tr (i [σy, ρt] ρf ) = 0，根据(4.69)可得 k (ρt) = 0，因此

LVssfm (ρt) = LVssf (ρt) = −1

2
ηM tr2 (ρtρf )V (ρt) (4.77)

即当 ρt ∈ Φ3时，在(4.68)和(4.32)作用下的状态收敛速度是相同的。

整合所有的比较结果，对于状态子空间Dλ，在(4.68)作用下的状态收敛速度快于在(4.32)作

用下的状态收敛速度。此外，当 ρt ∈ Dλ，(4.70)可写为

LVssfm (ρt) <− 1

2

(
ηMλ2 +

γ tr2 (i [σy, ρt] ρf )

2V 2 (ρt)
− α

2
k (ρt) tr (i [σy, ρt] ρf )V

β−2 (ρt)

+
α

2
(1− k (ρt)) tr

2 (i [σy, ρt] ρf )V
β−2 (ρt)

)
V (ρt)

≤− 1

2
ηMλ2V (ρt)

(4.78)

即在状态反馈(4.68)作用下，LV (ρt) ≤ −rV (ρt)且 r ≥ ηM
2
λ2。证毕。

注 4.8 对于量子自旋-1
2
系统(4.3)，有多种状态反馈策略可以实现本征态的指数镇定，通过

比较(4.64)，(4.65)，(4.33)和 (4.71)，这些状态反馈作用下的实时状态收敛速度有下面的关系：

{(4.63), (4.68)} ≻(4.32)≻ {(4.30), (4.31)}。

根据(4.69)中 k (ρt)的设定，当 tr (i [σy, ρt] ρf )的绝对值较小时，k (ρt)会变得很大，使得

状态反馈(4.68)具有较大的幅值。考虑到实际应用，应尽可能避免过大幅值的反馈控制。为了

达到这个目的，(4.69)中的 k (ρt)可以设为

k (ρt) =


− ξ

tr(i[σy ,ρt]ρf)
,如果 ρt ∈ Dλ \ Φ4

0,如果 ρt ∈ Φ4

(4.79)

其中，Φ4 =
{
ρ : |tr (i [σy, ρ] ρf )| ≤ ε或 |tr (i [σy, ρ] ρf )| = 1, ρ ∈ Dλ

}
，0 < ε < 1。基于(4.79)，我

们有引理4.3。
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引理 4.3

♡

对于量子自旋-1
2
系统 (4.3)，如果控制参数 k (ρt) 取为(4.79)，在状态反馈(4.68)作用下，

对 ∀ρt ∈ Dλ，与(4.29)和 (4.68)关联的作用于 V (ρt) =
√

1− tr (ρtρf ) 的无穷小算子 L

满足 LV (ρt) ≤ −rV (ρt)且 r ≥ ηM
2
λ2。特别地，在状态子空间 Dλ 中，控制参数 k (ρt)

为(4.79)的改进切换状态反馈(4.68)作用下的状态收敛速度快于切换状态反馈(4.32)作用

下的状态收敛速度。

证明 该引理证明的主体部分与引理4.3的证明相似，因此这里我们只描述不同点。

当 ρt ∈ Φ1 \ Φ4 = {ρ : ε < tr (i [σy, ρ] ρf ) < 1, ρ ∈ Dλ}时，易得

−ξ
ε
< k (ρt) = − ξ

tr (i [σy, ρt] ρf )
< −ξ < 0

使得不等式(4.72)，(4.73)和 (4.74)成立，从而LVssfm (ρt) < LVssf (ρt)。换句话说，当 ρt ∈ Φ1\Φ4

时，k (ρt)为(4.79)的改进切换状态反馈(4.68)作用下的状态收敛速度快于切换状态反馈(4.32)作

用下的状态收敛速度。

当 ρt ∈ Φ2 \ Φ4 = {ρ : −1 < tr (i [σy, ρ] ρf ) < −ε, ρ ∈ Dλ}时，易得

1 ≤ ξ < k (ρt) = − ξ

tr (i [σy, ρt] ρf )
<
ξ

ε

使得不等式(4.75)和 (4.76)成立，从而LVssfm (ρt) < LVssf (ρt)，即对 ρt ∈ Φ2\Φ4，k (ρt)为(4.79)的

状态反馈(4.68)作用下的状态收敛速度快于状态反馈(4.32)作用下的状态收敛速度。

当 ρt ∈ Φ4时，k (ρt) = 0，因此 LVssfm (ρt) = LVssf (ρt)，说明对 ρt ∈ Φ4，k (ρt)为(4.79)的

状态反馈(4.68)作用下的状态收敛速度与状态反馈(4.32)作用下的状态收敛速度相同。

整合所有的对比结果，在状态子空间 Dλ 中，控制参数 k (ρt)为(4.79)的改进切换状态反

馈(4.68)作用下的状态收敛速度快于切换状态反馈(4.32)作用下的状态收敛速度。证毕。

注 4.9比较 (4.68)和 (4.30)及 (4.31)，我们用 k (ρt)α−(1− k (ρt))α tr (i [σy, ρt] ρf )分别代替α和

−α tr (i [σy, ρt] ρf )。很明显，α和−α tr (i [σy, ρt] ρf )均是 k (ρt)α− (1− k (ρt))α tr (i [σy, ρt] ρf )

的特例，即对应 k (ρt) = 0和 k (ρt) = 1的情况。换句话说，我们在本节设计了时变系数 k (ρt)

代替常系数 0和 1以获得更快的状态收敛速度。
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4.5.3 全局指数镇定

正如引理4.1-4.3所述，改进状态反馈 (4.63)和 (4.68)仅能在状态子空间 Dλ 使系统状态指

数收敛。为了使系统状态在整个状态空间 S 指数收敛，即使系统状态从状态空间 S 中的任意

初态 ρ0以指数速度收敛于目标态 ρf，或者说，对 ∀ρ0 ∈ S，使 E [V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt成立，我

们在4.4节中提出了组合反馈(4.41)。在组合反馈(4.41)作用下，量子自旋-1
2
系统可用下式描述：

dρt =− i
ωeg

2
[σz, ρt] dt+

M

4
(σzρtσz − ρt) dt− iK (ρt)

f (ρt)

2
[σy, ρt] dt

− i (1−K (ρt))
g (ρt)

2
[σy, ρt]dBt + (1−K (ρt))

2 g (ρt)
2

4
(σyρtσy − ρt) dt

+

√
ηM

2
(σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) dWt

(4.80)

如果我们使用改进状态反馈(4.63)和线性噪声辅助反馈(4.9)构成组合反馈，即将(4.41)中的 f (ρt)

和 g (ρt)分别取为

f (ρt) = κ (ρt)αV
β (ρt)− γ tr (i [σy, ρt] ρf ) (4.81a)

g (ρt) = ϑV (ρt) , ϑ > 0 (4.81b)

则我们有定理4.7。

定理 4.7

♡

对于组合反馈作用下的量子自旋-1
2
系统 (4.80)，如果将组合反馈(4.41)中的 f (ρt)和 g (ρt)

取为(4.81)并将控制参数 K (ρt)设为

K (ρt) =

 1,如果 ρt ∈ Dλ

0,如果 ρt ∈ S \ Dλ

(4.82)

则在组合反馈(4.41)作用下，目标本征态 ρf 是全局可镇定的，对 ∀ρ0 ∈ S，李雅普诺夫

函数 V (ρt) =
√

1− tr (ρtρf )满足 E [V (ρt)] < e−rtV (ρ0)，且如果 S \ Dλ ∩ Φ5 ̸= ∅，状

态收敛速度 r不小于min
{

ηM
2
λ2, 1

8
ηM
}
；如果 S \Dλ ∩Φ5 = ∅，状态收敛速度 r不小于

min
{

ηM
2
λ2, ηM

2
λ2 − 1

8
ϑ2 (2λ− 1)

}
，其中 Φ5 =

{
ρ : tr (ρρf ) =

ϑ2

4ηM
, ρ ∈ S

}
。
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证明 当 ρt ∈ S \ Dλ时，K (ρt) = 0，即噪声辅助反馈起作用，则(4.80)变为

dρt =− i
ωeg

2
[σz, ρt] dt+

M

4
(σzρtσz − ρt) dt− i

g (ρt)

2
[σy, ρt] dBt +

g (ρt)
2

4
(σyρtσy − ρt) dt

+

√
ηM

2
(σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) dWt

(4.83)

且与 (4.83)关联的作用于 V (ρt)的无穷小算子 L为

LVnf (ρt) = −g
2(ρt) tr (ρeρt − ρtρf )

8
√

1− tr (ρtρf )
− ηM(1− tr(ρtσz))

2 tr2 (ρtρf )

8 (1− tr (ρtρf ))
3
2

− g2 (ρt) tr
2 (i [σy, ρt] ρf )

32 (1− tr (ρtρf ))
3
2

(4.84)

为了便于理解，这里给出 LVnf (ρt)的计算细节。根据(4.83)，有

d tr (ρtρf ) =
ωeg

2
tr (−i [σz, ρt] ρf ) dt+

M

4
tr ((σzρtσz − ρt) ρf ) dt−

g (ρt)

2
tr (i [σy, ρt] ρf ) dBt

+
g2 (ρt)

4
tr ((σyρtσy − ρt) ρf ) dt+

√
ηM

2
tr ((σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) ρf ) dWt

(4.85)

由于对矩阵 A，B 和 C，tr (AB) = tr (BA)和 tr ([A,B]C) = tr (A [B,C])成立，易得

tr ([σz, ρt] ρf ) = tr (ρf [σz, ρt]) = tr ([ρf , σz] ρt) = 0 (4.86)

考虑到 σzρf = ρfσz = ρf，σyρfσy = ρe并将(4.86)代入(4.85)，可得

d tr (ρtρf ) =
M

4
tr (σzρtσzρf − ρtρf ) dt−

g (ρt)

2
tr (i [σy, ρt] ρf ) dBt

+
g2 (ρt)

4
tr (σyρtσyρf − ρtρf ) dt+

√
ηM

2
tr ((σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) ρf ) dWt

=
M

4
tr (σzρtρf − ρtρf ) dt−

g (ρt)

2
tr (i [σy, ρt] ρf ) dBt +

g2 (ρt)

4
tr (σyρfσyρt − ρtρf ) dt

+

√
ηM

2
tr ((σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) ρf ) dWt

=
M

4
tr (ρfσzρt − ρtρf ) dt−

g (ρt)

2
tr (i [σy, ρt] ρf ) dBt +

g2 (ρt)

4
tr (ρeρt − ρtρf ) dt

+

√
ηM

2
tr ((σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) ρf ) dWt

=
g2 (ρt)

4
tr (ρeρt − ρtρf ) dt+

√
ηM

2
tr ((σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) ρf ) dWt

− g (ρt)

2
tr (i [σy, ρt] ρf ) dBt

(4.87)
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另一方面，

tr ((σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) ρf ) = tr (ρfσzρt + ρtσzρf )− 2 tr (ρtσz) tr (ρtρf )

= 2 tr (ρtρf )− 2 tr (ρtσz) tr (ρtρf )

= 2 (1− tr (ρtσz)) tr (ρtρf )

(4.88)

从而(4.87)变为

d tr (ρtρf ) =
g2 (ρt)

4
tr (ρeρt − ρtρf ) dt−

g (ρt)

2
tr (i [σy, ρt] ρf ) dBt

+
√
ηM (1− tr (ρtσz)) tr (ρtρf ) dWt

=Γ (ρt) dt+Υ(ρt) dBt +Π(ρt) dWt

(4.89)

其中，

Γ (ρt) =
g2 (ρt)

4
tr (ρeρt − ρtρf )

Υ (ρt) =
g (ρt)

2
tr (i [σy, ρt] ρf )

Π (ρt) =
√
ηM (1− tr (ρtσz)) tr (ρtρf )

由于 dtdt = dtdBt = dtdWt = dBtdWt = 0且 dBtdBt = dWtdWt = dt，从(4.89)可得

(d tr (ρtρf ))
2 =

(
Υ2 (ρt) + Π2 (ρt)

)
dt (4.90)

根据 Itô引理2.1，有

dV (ρt) = −1

2
(1− tr (ρtρf ))

− 1
2 d tr (ρtρf )−

1

8
(1− tr (ρtρf ))

− 3
2 (d tr (ρtρf ))

2 (4.91)

将 (4.89)和 (4.90)代入 (4.91)，(4.91)可写为

dV (ρt) =− 1

2
(1− tr (ρtρf ))

− 1
2 (Γ (ρt) dt+Υ(ρt) dBt +Π(ρt) dWt)

− 1

8
(1− tr (ρtρf ))

− 3
2
(
Υ2 (ρt) + Π2 (ρt)

)
dt

(4.92)

从而

LVnf (ρt) =− 1

2
(1− tr (ρtρf ))

− 1
2 Γ (ρt)−

1

8
(1− tr (ρtρf ))

− 3
2
(
Υ2 (ρt) + Π2 (ρt)

)
=− 1

2
(1− tr (ρtρf ))

− 1
2
g2 (ρt)

4
tr (ρeρt − ρtρf )

− 1

8
(1− tr (ρtρf ))

− 3
2

(
ηM (1− tr (ρtσz))

2 tr2 (ρtρf ) +
g2 (ρt)

4
tr2 (i [σy, ρt] ρf )

)
=− g2(ρt) tr (ρeρt − ρtρf )

8
√

1− tr (ρtρf )
− ηM(1− tr(ρtσz))

2 tr2 (ρtρf )

8 (1− tr (ρtρf ))
3
2

− g2 (ρt) tr
2 (i [σy, ρt] ρf )

32 (1− tr (ρtρf ))
3
2

(4.93)
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这样就得到了(4.84)。

由于 g2(ρt) tr2(i[σy,ρt]ρf)

(1−tr(ρtρf))
3
2

≥ 0，从(4.84)可得

LVnf (ρt) ≤− g2(ρt) tr (ρeρt − ρtρf )

8
√

1− tr (ρtρf )
− ηM(1− tr(ρtσz))

2 tr2 (ρtρf )

8 (1− tr (ρtρf ))
3
2

=− g2(ρt) tr (ρeρt − ρtρf )

8V (ρt)
− ηM(1− tr(ρtσz))

2 tr2 (ρtρf )

8V 3 (ρt)

(4.94)

由于两能级量子系统的状态可用 Bloch 空间的坐标描述，因此 1 − tr (ρtσz) = 2V (ρt)，使

得(4.94)可写为

LVnf (ρt) ≤ −
(
1

8
ϑ2 tr (ρeρt − ρtρf ) +

ηM

2
tr2 (ρtρf )

)
V (ρt) (4.95)

令 ψ (ρt) =
1
8
ϑ2 tr (ρeρt − ρtρf )+

ηM
2

tr2 (ρtρf )，根据(4.2)，ψ (ρt)也可写为 ψ (ρt) = Ψ (zt) =

1
8

(
ηM (1 + zt)

2 − ϑ2zt
)
。由定理4.1的证明可知，当 zt = 1 − ϑ2

2ηM
（对应状态 ρt ∈ Φ5）时，

min
−1≤zt≤1

ηM (1 + zt)
2 − ϑ2zt = ηM，使得 min

−1≤zt≤1
Ψ(zt) = min

ρt∈S
ψ (ρt) =

1
8
ηM。不同于4.2节中的

连续噪声辅助反馈，根据(4.45)和(4.82)，本节中的组合反馈中的噪声辅助反馈仅在状态空间

S \ Dλ 中起作用，因此当 S \ Dλ ∩ Φ5 ̸= ∅时， min
ρt∈S\Dλ

ψ (ρt) =
1
8
ηM。如果 S \ Dλ ∩ Φ5 = ∅，

由于 Ψ(zt) 对 zt ∈ [−1, 2λ− 1] 是单调递减函数，因此当 zt = 2λ − 1（对应状态 ρt ∈ Φ6 =

{ρ : tr (ρρf ) = λ, ρ ∈ S}）时，

min
ρt∈S\Dλ

ψ (ρt) = min
−1≤zt≤2λ−1

Ψ(zt) =
ηM

2
λ2 − 1

8
ϑ2 (2λ− 1)

从而，(4.95)可写为

LVnf (ρt) ≤

 −1
8
ηMV (ρt) ,如果 S \ Dλ ∩ Φ5 ̸= ∅

−
(
ηM
2
λ2 − 1

8
ϑ2 (2λ− 1)

)
V (ρt) ,其他情况

(4.96)

另一方面，当 ρt ∈ Dλ时，由引理4.1，LVcsfm (ρt) ≤ −1
2
ηMλ2V (ρt)，因此

LVcf (ρt) ≤

 −min
{

ηM
2
λ2, 1

8
ηM
}
V (ρt) ,如果 S \ Dλ ∩ Φ5 ̸= ∅

−min
{

ηM
2
λ2, ηM

2
λ2 − 1

8
ϑ2 (2λ− 1)

}
V (ρt) ,其他情况

使得对 ∀ρ0 ∈ S，

E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt ≤

 V (ρ0)e
−min{ ηM

2
λ2, 1

8
ηM}t,如果 S \ Dλ ∩ Φ5 ̸= ∅

V (ρ0)e
−min{ ηM

2
λ2, ηM

2
λ2− 1

8
ϑ2(2λ−1)}t,其他情况

(4.97)

根据定理2.2及当且仅当 ρt = ρf 时 V (ρt) = 0，目标本征态 ρf 可全局指数镇定，且如果
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S \Dλ ∩Φ5 ̸= ∅，收敛速度 r不小于min
{

ηM
2
λ2, 1

8
ηM
}
；如果 S \Dλ ∩Φ5 = ∅，收敛速度 r不

小于 min
{

ηM
2
λ2, ηM

2
λ2 − 1

8
ϑ2 (2λ− 1)

}
。证毕。

注 4.10 相对于引理4.1-4.3，定理4.7可看作是量子自旋-1
2
系统指数镇定的完整控制策略结果。

在定理 4.7中，我们使用改进状态反馈 (4.63)和线性噪声辅助反馈(4.9)构成组合反馈以更快收

敛速率实现了量子自旋-1
2
系统的全局指数镇定。定理4.7对应的状态空间 S 的划分示意图如

图4.19所示。

图 4.19: 定理4.7对应的状态空间 S 的划分示意图。蓝色、粉红色、黄色和紫色区域代表状态
子空间 Φ1，Φ2，Φ3 和 Φ4，绿色点线和实线分别代表状态子空间 Φ5 和 Φ6，黑色斜线覆盖区
域代表状态子空间 S \ Dλ。状态空间 Dλ = Φ1 ∪ Φ2 且 ρf ∈ Φ2，ρeq 代表非目标态 ρf 的本征
态且 ρeq ∈ S \ Dλ。

4.5.4 改进状态空间 S 的划分

在4.5.3节中，噪声辅助反馈仅为了实现全局指数镇定且仅在状态子空间 S \ Dλ 起作用，

而在4.4节中噪声辅助反馈不仅保证了全局指数镇定且获得了更快的状态收敛速度并在包含

S \ Dλ的更大状态子空间中起作用。换句话说，噪声辅助反馈在4.4节中承担更多的角色，发

挥了更大的作用。此外，在4.5.1节、4.5.2节和4.4节中，提升状态收敛速度的方法是不同的：

在4.5.1节和4.5.2节中，我们通过改进状态反馈使系统状态更快地收敛，而在4.4节中，我们通

过状态空间的划分达到同样的目的。因此，更合理的方式是同时利用这两种方法以获得更快

的状态收敛速度。在本小节，我们利用该思想先给出一些初步结果，更完整、更详尽的结果
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将在4.6节中进行描述和呈现。

定理 4.8

♡

对于组合反馈作用下的量子自旋-1
2
系统 (4.80)，如果组合反馈(4.45)的控制参数K (ρt)设

为

K (ρt) =

 1,如果 ρt ∈ Φsf

0,如果 ρt ∈ Φnf

其中，Φsf = {ρ ∈ S : χ (ρ) < 8α| tr (i [σy, ρ] ρf ) |V β (ρ)} ∩ Dλ，χ (ρ) =

4ϑ2V 2 (ρ) (2V 2 (ρ)− 1) + (ϑ2 − 8γ) tr2 (i [σy, ρ] ρf ) 且 Φnf = S \ Φsf，则目标本征态 ρf

可全局指数镇定，对 ∀ρ0 ∈ S，李雅普诺夫函数 V (ρt) =
√
1− tr (ρtρf )满足 E [V (ρt)] <

e−rtV (ρ0)，且如果 S \ Φsf ∩ Φ5 ̸= ∅，收敛速度 r 不小于 min
{

ηM
2
λ2, 1

8
ηM
}
；如果

S \ Φsf ∩ Φ5 = ∅，收敛速度 r不小于 min
{

ηM
2
λ2, ηM

2
λ2 − 1

8
ϑ2 (2λ− 1)

}
。

证明 当状态反馈作用时，与 (4.80)关联当作用于 V (ρt)的无穷小算子 L为(4.64)，而当噪声辅

助反馈作用时，与 (4.80)关联当作用于 V (ρt)的无穷小算子 L为(4.84)。将 (4.81b)代入 (4.84)并

考虑到 tr (ρeρt − ρtρf ) = 2V 2 (ρt)− 1且 1− tr(ρtσz) = 2V 2 (ρt)，(4.84)可以写为

LVnf (ρt) = −1

2

(
ϑ2

4

(
2V 2 (ρt)− 1

)
+ ηM tr2 (ρtρf ) +

ϑ2 tr2 (i [σy, ρt] ρf )

16V 2 (ρt)

)
V (ρt) (4.98)

当 ρt ∈ Φsf，有

4ϑ2V 2 (ρt)
(
2V 2 (ρt)− 1

)
+
(
ϑ2 − 8γ

)
tr2 (i [σy, ρt] ρf ) < 8α| tr (i [σy, ρt] ρf ) |V β (ρt)

从而

ϑ2

4

(
2V 2 (ρt)− 1

)
+ ηM tr2 (ρtρf ) +

ϑ2 tr2 (i [σy, ρt] ρf )

16V 2 (ρt)
< Λ +

α

2
| tr (i [σy, ρt] ρf ) |V β−2 (ρt)

因此，LVsf (ρt) < LVnf (ρt)，即当 ρt ∈ Φsf 时，状态反馈作用下的状态收敛速度快于噪声辅

助反馈作用下的状态收敛速度。相似地，当 ρt ∈ Φnf，可得 LVnf (ρt) ≤ LVsf (ρt)，即噪声辅

助反馈作用下状态收敛更快。通过对引理 4.1和定理 4.1证明中(4.95)相似当讨论，可得目标态

ρf 可全局指数镇定且如果 S \ Φsf ∩ Φ5 ̸= ∅时，收敛速度 r 不小于 min
{

ηM
2
λ2, 1

8
ηM
}
；如果

S \ Φsf ∩ Φ5 = ∅时，收敛速度 r不小于 min
{

ηM
2
λ2, ηM

2
λ2 − 1

8
ϑ2 (2λ− 1)

}
。证毕。

定理4.8中状态空间 S 的划分示意图如图4.20所示。
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图 4.20: 定理4.8中状态空间 S 的划分示意图。蓝色、粉红色、紫色区域分别代表 Φ1，Φ2 和
Φsf，绿色点线代表状态子空间 Φ5，黑色斜线覆盖的区域代表 S \Dλ。状态空间 S = Φsf ∪Φnf

且 Φsf ⊂ Dλ。

如果我们在组合反馈中用参数为 (4.79)的改进状态反馈(4.68)代替(4.63)，可得定理4.9。

定理 4.9

♡

对于组合反馈作用下的量子自旋-1
2
系统 (4.80)，如果组合反馈(4.45)的控制参数K (ρt)设

为

K (ρt) =

 1,如果 ρt ∈ Φ̂sf

0,如果ρt ∈ Φ̂nf

其中

Φ̂sf =

 {ρ ∈ S : χ (ρ) < 8α (ξ + tr2 (i [σy, ρt] ρf ) + ξ tr (i [σy, ρt] ρf ))V
β (ρt)} ∩ Dλ,如果 ρt /∈ Φ3

{ρ ∈ S : χ (ρ) < 8α tr2 (i [σy, ρt] ρf )V
β (ρt)} ∩ Dλ,如果ρt ∈ Φ3

且 Φ̂nf = S \ Φ̂sf，那么目标态 ρf 可全局指数镇定，对 ∀ρ0 ∈ S，李雅普诺夫函数

V (ρt) =
√

1− tr (ρtρf ) 满足 E [V (ρt)] < e−rtV (ρ0) 且如果 S \ Φ̂sf ∩ Φ5 ̸= ∅，状态收

敛速度 r 不小于 min
{

ηM
2
λ2, 1

8
ηM
}
；如果 S \ Φ̂sf ∩ Φ5 = ∅，状态收敛速度 r 不小于

min
{

ηM
2
λ2, ηM

2
λ2 − 1

8
ϑ2 (2λ− 1)

}
。

证明 此定理的证明与定理4.8的证明类似，此处不在赘述。
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4.5.5 改进测量反馈的应用

在本小节，我们将用提出的状态反馈(4.63) 和 (4.68)指数镇定本征态 ρe 以验证(4.63) 和

(4.68)的有效性和先进性，并比较不同状态反馈作用下的状态收敛速度。需要注意的是，对于

状态反馈(4.68)，我们在数值实验中采用(4.79)而非(4.69)中的 k (ρt)。此外，我们也会应用定

理4.8中的组合反馈(4.45)显示状态空间划分的作用。实验中，(4.29)中的系统参数为 ωeg = 0，

η = 0.5，M = 1，初态设为 ρ0 =
1
2

 1 1

1 1

，对应 Bloch空间中的点 (1, 0, 0)，目标态 ρf 设为

ρe。

(1)改进状态反馈(4.63)实现 ρe的指数镇定。

根据(4.2)，可得 tr (i [σy, ρt] ρf) = xt，因此 Φ1 = {x : 0 < x ≤ 1} 且 Φ2 = Dλ \ Φ1。令

(4.63)中的控制参数为 α = 0.5，β = 8，γ = 5，λ = 0.9，10次实验结果如图4.21所示，图中

显示系统状态 ρt从初态 ρ0 =
1
2

 1 1

1 1

指数收敛到目标态 ρe，验证了状态反馈(4.63)的有效

性。从图 4.21中也可以看出，在状态反馈 (4.63)作用下的状态指数收敛速度快于参考的指数收

敛速度 ηM
2
λ2，这与引理4.1中的结果一致。

图 4.21: 改进状态反馈(4.63)实现 ρe 的指数镇定结果。(a) 10次实验 V (ρt)的曲线，其中蓝色
曲线代表其平均值,红色曲线代表速度为 ηM

2
λ2的指数参考曲线；(b)图 (a)的半对数坐标形式。

为了比较状态反馈(4.30)和 (4.63)作用下的状态收敛速度，我们使用 (4.30)指数镇定 ρe，其

控制参数与(4.63)一致。实验结果如图4.22所示，从中可以看出在(4.63)作用下的状态收敛速度

大于在(4.30)作用下的状态收敛速度。图 4.22的结果显示了使用改进状态反馈 (4.63)的提升效

果，与引理4.1中的理论结果一致。

(2)改进状态反馈(4.68)实现 ρe的指数镇定。
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图 4.22: 状态反馈(4.30) 和 (4.63)指数镇定 ρe 的对比实验结果。(a) 绿色和棕色曲线分别代
表(4.30)和 (4.63)作用下 10次实验 V (ρt)的平均值，红色曲线代表速度为

ηM
2
λ2的指数参考曲

线；(b)图 (a)的半对数坐标形式。

设定状态反馈 (4.68)中的 k (ρt)取为(4.79)的形式，其参数设为 ξ = 2，ε = 0.05，则在(4.68)作

用下的 10次实验结果如图4.23所示，图中显示在(4.68)作用下系统状态 ρt可以指数收敛于 ρe，

即状态反馈(4.68)是有效的。相似地，我们也对比了状态反馈(4.68)和(4.32)作用下的系统状态

图 4.23: 改进状态反馈(4.68)实现 ρe 的指数镇定结果。(a) 10次实验 V (ρt)的曲线，其中蓝色
曲线代表其平均值，红色曲线代表速度为 ηM

2
λ2 的指数参考曲线；(b)图 (a)的半对数坐标形

式。

收敛，结果如图4.24所示。从图4.24中可以看到，在(4.68)作用下的状态收敛快于在(4.32)作用

下的状态收敛，正如引理4.3所述。
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图 4.24: 状态反馈(4.32)和 (4.68)指数镇定 ρe的对比实验结果。(a)青色和紫色曲线分别代表状
态反馈(4.32)和 (4.68)作用下 10次实验 V (ρt)的平均值，红色曲线代表速度为

ηM
2
λ2的指数参

考曲线；(b)图 (a)的半对数坐标形式。
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正如在注4.8中的描述，对于量子自旋-1
2
系统(4.3)，状态反馈(4.30)，(4.63)，(4.31)，(4.68)

及(4.32)均可指数镇定目标本征态，因此我们对比了在所用状态反馈作用下的状态收敛速度，对

比结果如图4.25所示。从图4.25中可以看到，对于实时状态收敛速度，{(4.63), (4.68)} ≻(4.32)≻

{(4.30), (4.31)}，这与注4.8一致。(4.63)和(4.68)以及(4.30)和(4.31)的对比结果不确定。
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图 4.25: 不同状态反馈(4.30)，(4.63)，(4.31)，(4.68)和(4.32)指数镇定 ρe的对比实验结果。(a)
绿色、黑色、紫色、棕色及青色曲线分别代表状态反馈(4.30)，(4.31)，(4.32)，(4.63)和 (4.68)作
用下 10次实验 V (ρt)的平均值，红色曲线代表速度为

ηM
2
λ2的指数参考曲线；(b)图 (a)的半

对数坐标形式。

(3)改进组合反馈实现 ρe的指数镇定。

令系统参数 ωeg = 0.5，控制参数 γ = 0.1，ϑ = 0.4，λ = 0.5，且初态设为 ρg，则
ηM
2
λ2 =

1
8
ηM = ηM

2
λ2 − 1

8
ϑ2 (2λ− 1) = 0.0625。在参数如定理4.8所示的组合反馈(4.45)作用下的 30次

实验结果如图4.26所示，图中系统状态 ρt从初态 ρg 指数收敛于目标态 ρe，因此这样的组合反

馈是有效的。
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图 4.26: 参数如定理4.8所示的组合反馈(4.45)指数镇定 ρe的实验结果。(a) 30次实验 V (ρt)的
曲线，其中蓝色曲线为其平均值，红色曲线代表速度为 0.0625的指数参考曲线；(b)图 (a)的
半对数坐标形式。

为了显示本节提出改进状态反馈的优势，我们分别使用状态反馈(4.39)，参数为(4.81)的

噪声辅助反馈(4.40)以及参数如定理4.8所示的组合反馈(4.45)指数镇定本征态 ρe，实验结果如

图4.27所示。从图4.27中可以看出，在参数如定理4.8所示的组合反馈(4.45)作用下的状态收敛
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快于在状态反馈(4.39)和参数为(4.81)的噪声辅助反馈(4.40)作用下的状态收敛，这与定理4.8一

致。
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图 4.27: 不同反馈控制指数镇定 ρe 的实验结果。蓝色、绿色和紫色曲线分别代表状态反
馈(4.39)，参数为(4.81)的噪声辅助反馈(4.40)以及参数如定理4.8所示的组合反馈(4.45)作用下
30次实验 V (ρt)的平均值，红色曲线代表速度为 0.0625的指数参考曲线。

4.6 状态空间的划分优化

正如4.5.4节所述，我们可以同时利用改进状态反馈和优化状态空间的划分以获得更快的

状态收敛速度。在本节，我们将同时考虑两种改进状态反馈和两种连续噪声辅助反馈，通过

比较不同反馈作用下的实时状态收敛速度优化状态空间的划分，进一步凸显状态空间划分在

提升状态收敛速度的作用。在本节，目标态选为 ρg，由于相似性，目标态为 ρe的情况在本节

不再赘述。

4.6.1 组合噪声辅助反馈的设计

在4.2节中，我们设计了两种噪声辅助反馈指数镇定量子自旋 1
2
系统，即线性噪声辅助反

馈(4.9)和指数噪声辅助反馈(4.23)。为了获得更快的状态收敛速度，在本小节我们通过比较实

时状态收敛速度划分状态空间，在不同的状态子空间使用不同的噪声辅助反馈，从而构成了

组合噪声辅助反馈，即

unfct dt =

 ϑV (ρt) dBt,如果 ρ ∈ φnf1

µ
(
eV (ρt) − 1

)
V (ρt)dBt,如果 ρ ∈ φnf2

(4.99)

其中，对 ∀ρt ∈ S，ϑ ≥ µ
(
eV (ρt) − 1

)
；φnf1 和 φnf2 分别代表线性噪声辅助反馈(4.9)和指数噪

声辅助反馈(4.23)作用的状态子空间。对于组合噪声辅助反馈(4.99)，可有定理 4.10。
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定理 4.10

♡

对于量子自旋-1
2
系统 (4.3)，在组合噪声辅助反馈(4.99)作用下，其中 φnf1 = {ρ :

4V 2(ρ) (2V 2(ρ)− 1) + Γ2 (ρ) ≥ 0, ρ ∈ S}，φnf2 = S \ φnf1 且 Γ (ρ) = tr (i [σy, ρ] ρf )，

则对 ∀ρ0 ∈ S，李雅普诺夫函数 V (ρt) =
√
1− tr (ρtρf )满足 E [V (ρt)] ≤ e−rtV (ρ0)且收

敛速度 r ≥ 1
8
ηM，即目标态 ρf 可全局指数镇定。特别地，对于整个状态空间 S，在组

合噪声辅助反馈(4.99)作用下的状态收敛快于在线性噪声辅助反馈(4.9)和指数噪声辅助

反馈(4.23)分别作用下的状态收敛。

证明 与量子自旋-1
2
系统 (4.3)和噪声辅助反馈 unft dt = g (ρt) dBt 关联的作用于 V (ρt)的无穷

小算子 L为

LVnf (ρt) =− g2(ρt) tr (ρeρt − ρtρf )

8
√

1− tr (ρtρf )
− ηM(1− tr(ρtσz))

2 tr2 (ρtρf )

8 (1− tr (ρtρf ))
3
2

− g2 (ρt) tr
2 (i [σy, ρt] ρf )

32 (1− tr (ρtρf ))
3
2

=− g2(ρt) (2V
2(ρt)− 1)

8V (ρt)
− Λ (ρt)V (ρt)

2
− g2 (ρt) Γ

2 (ρt)

32V 3 (ρt)
(4.100)

其中，Λ (ρt) = ηM tr2 (ρtρf )。

当线性噪声辅助反馈(4.9)作用时，即 g (ρt) = ϑV (ρt)，(4.100)变为

LVnf1 (ρt) =− ϑ2(ρt)V (ρ) (2V 2(ρt)− 1)

8
− Λ (ρt)V (ρt)

2
− ϑ2 (ρt) Γ

2 (ρt)

32V (ρt)

=− 1

2

(
ϑ2

4

(
2V 2(ρt)− 1

)
+ Λ (ρt) +

ϑ2Γ2 (ρt)

16V 2 (ρt)

)
V (ρt)

(4.101)

当指数噪声辅助反馈(4.23)作用时，即 g (ρt) = µ
(
eV (ρt) − 1

)
V (ρt)，(4.100)变为

LVnf2 (ρt) = −1

2

(
µ2
(
eV (ρt) − 1

)2
4

(
2V 2(ρt)− 1

)
+ Λ (ρt) +

µ2
(
eV (ρt) − 1

)2
Γ2 (ρ)

16V 2 (ρt)

)
V (ρt)

(4.102)

比较(4.101)和 (4.102)，当 ρt ∈ φnf1，4V
2(ρt) (2V

2(ρt)− 1)+Γ2 (ρt) ≥ 0，由于 ϑ ≥ µ
(
eV (ρt) − 1

)
，

因此

4V 2(ρt)
(
2V 2(ρt)− 1

) (
ϑ2 − µ2

(
eV (ρt) − 1

)2)
+
(
ϑ2 − µ2

(
eV (ρt) − 1

)2)
Γ (ρt)

2 ≥ 0 (4.103)

根据(4.103)，易得不等式

ϑ2

4

(
2V 2(ρt)− 1

)
+
ϑ2Γ2 (ρt)

16V 2 (ρt)
≥
µ2
(
eV (ρt) − 1

)2
4

(
2V 2(ρt)− 1

)
+
µ2
(
eV (ρt) − 1

)2
Γ2 (ρt)

16V 2 (ρt)

对 ∀ρt ∈ φnf1成立，从而LVnf1 (ρt) ≤ LVnf2 (ρt)，即当 ρt ∈ φnf1时，在线性噪声辅助反馈(4.9)作
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用下的实时状态收敛速度大于指数噪声辅助反馈(4.23) 作用下的实时状态收敛速度。通过类

似的讨论，当 ρt ∈ φnf2 时，有 LVnf2 (ρt) ≤ LVnf1 (ρt)，即指数噪声辅助反馈(4.23)作用下的实

时状态收敛更快。换句话说，在(4.99)作用下的状态收敛，在状态子空间 φnf2 中快于在(4.9)作

用下的状态收敛，且在状态子空间 φnf1 中快于(4.23)作用下的状态收敛。因此，对于整个状态

空间 S = φnf1∪φnf2，在组合噪声辅助反馈(4.99)作用下的状态收敛快于分别在 (4.9)和(4.23)作

用下的状态收敛。

另一方面，根据(4.101)，有LVnf1 (ρt) ≤ −1
2

(
ϑ2

4
(2V 2(ρt)− 1) + Λ (ρt)

)
V (ρt)。令ψnf1 (ρt) =

ϑ2

4
(2V 2(ρt)− 1) + Λ (ρt)，根据定理4.1的证明，当 ρt ∈ φ1 =

{
ρ : tr (ρρf ) =

ϑ2

4ηM
, ρ ∈ S

}
时，

min
ρt∈S

ψnf1 (ρt) =
1
4
ηM，从而

LVnf1 (ρt) ≤ −ηM
8
V (ρt) (4.104)

相似地，从(4.102)，有LVnf2 (ρt) ≤ −1
2

(
µ2(eV (ρt)−1)

2

4
(2V 2(ρt)− 1) + Λ (ρt)

)
V (ρt)。令ψnf2 (ρt) =

µ2(eV (ρt)−1)
2

4
(2V 2(ρt)− 1)+Λ (ρt)，当 ρt ∈ φ2 =

{
ρ : tr (ρρf ) =

µ2(eV (ρ)−1)
2

4ηM
, ρ ∈ S

}
时，min

ρt∈S
ψnf2 (ρt) =

1
4
ηM，使得

LVnf2 (ρt) ≤ −ηM
8
V (ρt) (4.105)

根据 (4.104)和 (4.105)，有

LVnfc (ρt) ≤ min{LVnf1 (ρt) ,LVnf2 (ρt)} ≤ −ηM
8
V (ρt) (4.106)

从而根据定理2.2可得

E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt ≤ V (ρ0)e

− ηM
8

t, ∀ρ0 ∈ S (4.107)

即由于当且仅当 ρt = ρf 时，V (ρt) = 0，因此，ρf 可指数镇定的且收敛速度 r ≥ ηM
8
。证毕。

4.6.2 状态空间的划分优化

在本节，我们将同时采用改进的反馈控制，包括组合噪声辅助反馈(4.99)和改进状态反

馈(4.63)及(4.68)，并对状态空间的划分进行优化，获得目前已知的最快地指数镇定量子自旋-1
2
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系统的控制策略。在给出具体结果之前，首先定义一些状态子空间：

Dc
λ =S \ Dλ,Φ

nf1
Dc

λ
= Dc

λ ∩ φnf1 ,Φ
nf1
p = φp ∩ φa1 ∩ φnf1 ,Φ

nf1
sf1

= φsf1 ∩ φa1 ∩ φnf1

Φnf1
sf2

=φa2 ∩ φnf1 ,Φ
nf2
Dc

λ
= Dc

λ ∩ φnf2 ,Φ
nf2
sf2

= φa3 ∩ φnf2 ,Φ
sf1
p = φp \ Φnf1

p ,Φsf1
sf1

= φsf1 \ Φnf1
sf1

(4.108)

其中，

Dλ = {ρ ∈ S : λ < tr (ρρf ) ≤ 1}, λ ∈ (0, 1)

Φa1 =
{
ρ : ϑ2

(
4V 2(ρ)

(
2V 2(ρ)− 1

)
+ Γ2 (ρ)

)
≥ 8γΓ2 (ρ) + 8α |Γ (ρ)|V β (ρ) , ρ ∈ Dλ \ φsf2

}
Φa2 =

{
ρ : ϑ2

(
4V 2(ρ)

(
2V 2(ρ)− 1

)
+ Γ2 (ρ)

)
≥ 8γΓ2 (ρ) + 8αV β (ρ)

(
ξ + ξΓ (ρ) + Γ2 (ρ)

)
, ρ ∈ φsf2

}
Φa3 =

{
ρ : µ2

(
eV (ρ) − 1

)2 (
4V 2(ρ)

(
2V 2(ρ)− 1

)
+ Γ2 (ρ)

)
≥ 8γΓ2 (ρ)+8αV β (ρ)

(
ξ + ξΓ (ρ) + Γ2 (ρ)

)
, ρ ∈ φsf2

}
φsf2 =

{
ρ : ξ (1 + Γ (ρ)) + Γ2 (ρ)− |Γ (ρ)| ≥ 0, ρ ∈ Dλ \ φp

}
, φsf1 = (Dλ \ φp) \ φsf2

根据(4.108)中定义的状态子空间，可有定理4.11。

定理 4.11

♡

对于量子自旋-1
2
系统(4.3)，如果我们采用组合测量反馈，即在状态子空间Φsf1 = Φsf1

p ∪Φsf1
sf1

和 Φsf2 = φsf2 \
(
Φnf1

sf2
∪ Φnf2

sf2

)
中分别使用改进状态反馈(4.63)和 (4.68)，并在状态子空间

Φnf1 = Φnf1
Dc

λ
∪Φnf1

p ∪Φnf1
sf1

∪Φnf1
sf2
和Φnf2 = Φnf2

Dc
λ
∪Φnf2

sf2
分别使用噪声辅助反馈 (4.9)和 (4.23)，

则对 ∀ρ0 ∈ S，李雅普诺夫函数 V (ρt) =
√

1− tr (ρtρf )满足 E [V (ρt)] ≤ e−rtV (ρ0)且收

敛速度 r ≥ min
{

1
8
ηM, 1

2
ηMν2

}
，即目标态 ρf 可全局指数镇定。特别地，对于状态空间

S，在组合测量反馈作用下的状态收敛快于分别在组合噪声辅助反馈(4.99)、改进状态反

馈(4.63)和 (4.68)作用下的状态收敛。

证明 当改进状态反馈(4.63)作用时，与(4.3)关联的作用于 V (ρt)的无穷小算子 L为

LVsf1 (ρt) = −1

2

(
Λ (ρt) +

γΓ2 (ρt)

2V 2 (ρt)
+
α

2
|Γ (ρt)|V β−2 (ρt)

)
V (ρt) (4.109)

相似地，当改进状态反馈(4.68)作用时，有

LVsf2 (ρt) =

 −1
2

(
Λ (ρt) +

γΓ2(ρt)
2V 2(ρt)

+ α
2
Γ2 (ρt)V

β−2 (ρt)
)
V (ρt) ,如果 ρt ∈ φp

−1
2

(
Λ (ρt) +

γΓ2(ρt)
2V 2(ρt)

+ α
2
ξV β−2 (ρt) (1 + Γ (ρt)) +

α
2
Γ2 (ρt)V

β−2 (ρt)
)
V (ρt) ,如果 ρt ∈ Dλ \ φp

(4.110)
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为了便于描述，我们首先将状态空间 S 划分为状态子空间 Dλ和 Dc
λ，然后将状态子空间

Dλ划分为 φp和 Dλ \ φp。进一步地，我们将 Dλ \ φp划分为两部分，即 φsf1 和 φsf2。在此基

础上，我们分别在划分的状态子空间中讨论不同的改进状态反馈和噪声辅助反馈。状态空间

S 的划分结构如图4.28所示，示意图如图4.29所示。

图 4.28: 状态空间 S 中状态子空间的划分结构。

图 4.29: 定理4.11中状态空间 S 的划分示意图。粉色、蓝色、红色、黄色、白色、紫色和绿色
区域分别代表 φnf1，φnf2，φsf1，φp，φa1，φa2 和 φa3，白色斜线覆盖区域代表 φsf2。状态空间
Dλ = φsf1 ∪ φsf2 ∪ φp，S = Dλ ∪ Dc

λ = φnf1 ∪ φnf2。

情况 1：ρt ∈ Dc
λ。在状态子空间 Dc

λ，仅有噪声辅助反馈起作用。由于在 φnf1 和 φnf2

中，分别在噪声辅助反馈(4.9)和 (4.23)作用下的状态收敛更快，易知线性噪声辅助反馈(4.9)在

Φnf1
Dc

λ
= Dc

λ ∩ φnf1 作用，而指数噪声辅助反馈(4.23)在 Φnf2
Dc

λ
= Dc

λ ∩ φnf2 作用。

情况 2：ρt ∈ Dλ。根据 (4.110)，在 φp和 Dλ \ φp中，LVsf2 (ρt)是不同的，因此我们分别

在 φp和 Dλ \ φp中讨论不同测量反馈作用下的状态收敛情况。
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4.6 状态空间的划分优化

ρt ∈ φp。由于 −1 ≤ Γ (ρt) ≤ 1，Γ2 (ρt) ≤ |Γ (ρt)|，因此

α

2
|Γ (ρt) |V β−2 (ρt) ≥

α

2
Γ2 (ρt)V

β−2 (ρt) (4.111)

根据(4.109)，(4.110)和 (4.111)，当 ρt ∈ φp时，有 LVsf1 (ρt) ≤ LVsf2 (ρt)，即在改进状态

反馈(4.63)作用下的状态收敛速度大于在改进状态反馈(4.68)作用下的状态收敛速度。

另一方面，当 ρt ∈ Φnf1
p

ϑ2
(
4V 2(ρt)

(
2V 2(ρt)− 1

)
+ Γ2 (ρt)

)
≥ 8γΓ2 (ρt) + 8α |Γ (ρt)|V β (ρt)

即

ϑ2

4

(
2V 2(ρt)− 1

)
+
ϑ2Γ2 (ρt)

16V 2 (ρt)
≥ γΓ2 (ρt)

2V 2 (ρt)
+
α

2
|Γ (ρt)|V β−2 (ρt)

从而 LVnf1 (ρt) ≤ LVsf1 (ρt)，这意味着在线性噪声辅助反馈(4.9)作用下的状态收敛快于

在改进状态反馈(4.63)作用下的状态收敛，因此线性噪声辅助反馈(4.9)应该在 Φnf1
p 中起

作用。对于 φnf2 中的状态 ρt，4V 2(ρt) (2V
2(ρt)− 1) + Γ2 (ρt) < 0，使得不等式

µ2
(
eV (ρt) − 1

)2 (
4V 2(ρt)

(
2V 2(ρt)− 1

)
+ Γ2 (ρt)

)
≥ 8γΓ2 (ρt) + 8α |Γ (ρt)|V β (ρt)

不成立，即对 ρt ∈ φnf2，

µ2
(
eV (ρt) − 1

)2
4

(
2V 2(ρt)− 1

)
+
µ2
(
eV (ρt) − 1

)2
Γ2 (ρt)

16V 2 (ρt)
<
γΓ2 (ρt)

2V 2 (ρt)
+
α

2
Γ2 (ρt)V

β−2 (ρt)

比较(4.102)和 (4.110)，可得

LVnf2 (ρt) > LVsf1 (ρt) , ∀ρt ∈ φnf2 (4.112)

即在 φnf2 中，在改进状态反馈 (4.63)作用下的状态收敛快于在指数噪声辅助反馈(4.23)

作用下的状态收敛。因此，改进状态反馈(4.63)应该在包含于 Φsf1
p 的 φnf2 ∩φp中起作用。

总之，在 Φnf1
p 中线性噪声辅助反馈(4.9)是更好的基于测量的反馈控制，而在 Φsf1

p 中，改

进状态反馈 usf1t 更好。

ρt ∈ Dλ \ φp。我们将 Dλ \ φp划分为 φsf1 和 φsf2，并分别在 φsf1 和 φsf2 分析不同测量反

馈作用下的状态收敛情况。

ρt ∈ φsf1。当 ρt ∈ φsf1 时，通过对比(4.109)和 (4.110)有 LVsf1 (ρt) ≤ LVsf2 (ρt)，即

在 φsf1 中，在改进状态反馈(4.63)作用下的状态收敛快于在改进状态反馈 (4.68)作
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用下的状态收敛。在此基础上，如果 ρt ∈ Φnf1
sf1

⊂ φsf1，根据对 ρt ∈ Φnf1
p 的相似讨论，

我们有 LVnf1 (ρt) ≤ LVsf1 (ρt)，因此线性噪声辅助反馈(4.9)应该在 Φnf1
sf1
中起作用。

考虑到 LVnf2 (ρt) ≤ LVsf1 (ρt) 仅在 φnf1 中成立，在其中线性噪声辅助反馈(4.9)是

更好的基于测量的反馈策略，因此改进状态反馈(4.63)应该在 φsf1 的其他部分起作

用，即 Φsf1
sf1
。

ρt ∈ φsf2。当 ρt ∈ φsf2时，LVsf2 (ρt) ≤ LVsf1 (ρt)，在改进状态反馈(4.68)作用下当状

态收敛快于在改进状态反馈(4.63)作用下的状态收敛。.进一步地，如果 ρt ∈ Φnf1
sf2

⊂

φsf2

ϑ2
(
4V 2(ρt)

(
2V 2(ρt)− 1

)
+ Γ2 (ρt)

)
≥ 8γΓ2 (ρt) + 8αV β (ρt)

(
ξ + ξΓ (ρt) + Γ2 (ρt)

)
，使得

ϑ2

4

(
2V 2(ρt)− 1

)
+
ϑ2Γ2 (ρt)

16V 2 (ρt)
≥ γΓ2 (ρt)

2V 2 (ρt)
+
α

2
ξV β−2 (ρt) (1 + Γ (ρt))+

α

2
Γ2 (ρt)V

β−2 (ρt)

因此 LVnf1 (ρt) ≤ LVsf2 (ρt)，即线性噪声辅助反馈(4.9)应该在 Φnf1
sf2
起作用。采用

相似的研究路线，易得当 ρt ∈ Φnf2
sf2
和 ρt ∈ Φsf2 时，LVnf2 (ρt) ≤ LVsf2 (ρt) 且

LVsf2 (ρt) ≤ min{LVnf1 (ρt) ,LVnf2 (ρt)}，说明指数指数噪声辅助反馈 (4.23)和改进

状态反馈 (4.68)应该分别在 Φnf2
sf2
和 Φsf2 中发挥作用。

综合情况 1 和 情况 2 的所有结果，可知改进状态反馈(4.63) 和 (4.68)，连续噪声辅助反

馈(4.9)和(4.23)应该分别在状态子空间 Φsf1 = Φsf1
p ∪ Φsf1

sf1
，Φsf2 = φsf2 \

(
Φnf1

sf2
∪ Φnf2

sf2

)
，Φnf1 =

Φnf1
Dc

λ
∪ Φnf1

p ∪ Φnf1
sf1

∪ Φnf1
sf2
和 Φnf2 = Φnf2

Dc
λ
∪ Φnf2

sf2
起作用。

另一方面，根据 (4.104)和 (4.105)，有

max{LVnf1 (ρt) ,LVnf2 (ρt)} ≤ −ηM
8
V (ρt) (4.113)

根据定理4.7和定理4.9，可得

max{LVsf1 (ρt) ,LVsf2 (ρt)} ≤ −ηM
2
λ2V (ρt) (4.114)

因此，

max{LVsf1 (ρt) ,LVsf2 (ρt) ,LVnf1 (ρt) ,LVnf2 (ρt)} ≤ −min

{
1

8
ηM,

1

2
ηMλ2

}
V (ρt)

从而根据定理2.2，对 ∀ρ0 ∈ S，E[V (ρt)] ≤ V (ρ0)e
−rt ≤ V (ρ0)e

−min{ 1
8
ηM, 1

2
ηMλ2}t。所以，ρf 可
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指数镇定且收敛速度 r ≥ min
{

1
8
ηM, 1

2
ηMλ2

}
。

此外，对不同的状态子空间，组合测量反馈采用使状态最快收敛的基于测量的反馈策略，

易知对整个状态空间 S，在组合测量反馈作用下的状态收敛快于分别在组合噪声辅助反馈，改

进状态反馈(4.63)和 (4.68)的状态收敛。证毕。

注 4.11 尽管定理4.10 和定理 4.11 针对的是量子自旋-1
2
系统，但基于文献[73]中的状态反馈

和[76]中的噪声辅助反馈，本节提出的划分状态空间的思想和方法可以拓展到更一般的两能级

量子系统(4.1)和 n能级量子系统以提高状态收敛速度。

4.6.3 状态空间优化的应用

在本节，我们将应用优化的状态空间划分在数值实验中提高状态收敛速率，其中 ρe和 ρg

分别设为初态和目标态，系统参数设为 ωeg = 0，η = 0.25，M = 1。

(1)组合噪声辅助反馈指数镇定 ρg。

令组合噪声辅助反馈(4.99)中的控制参数为 ϑ = 0.75，µ = ϑ
eV (ρe)−1

，10 次实验结果如

图4.30所示。从图4.30可以看到，系统状态 ρt从初态 ρe指数收敛到目标态 ρg，验证了组合噪

声辅助反馈 (4.99)的有效性。此外，我们对比了组合噪声辅助反馈 (4.99)和噪声辅助反馈 (4.9)

及 (4.23)，实验结果如图 4.31所示。从图4.31中可以看出，相较于线性噪声辅助反馈(4.9)和指

数噪声辅助反馈(4.23)，组合噪声辅助反馈(4.99)可以使系统状态更快收敛，显示了状态空间

划分的作用且与定理4.10一致。

(2)组合测量反馈指数镇定 ρg。

保持组合噪声辅助反馈(4.99)的参数不变，令改进状态反馈(4.63) 和 (4.68)的控制参数为

γ = 0.1，λ = 0.8，β = 4，α = ηMλ2

8(1−λ)
β−1
2

，ξ = 2，ε = 0.05，则由它们按照定理4.11组成的组

合测量反馈作用下的 10次实验结果如图4.32所示。从图4.32中可以看出，系统状态 ρt从初态

ρe指数收敛到目标态 ρg，说明定理4.11中的组合测量反馈是有效的。

为了比较定理4.11中的组合测量反馈和组合噪声辅助反馈(4.99)，我们将这两种反馈分别

作用下的实验结果放在同一张图中，如图4.33所示。从图4.33可以看出，在组合测量反馈作用

下的状态收敛快于在组合噪声辅助反馈作用下的状态收敛，这与定理4.11中所述的理论结果

一致，显示了组合测量反馈和划分状态空间的优势。
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图 4.30: 组合噪声辅助反馈(4.99)指数镇定 ρg 的实验结果。(a) 10次实验 V (ρt)的曲线；(b)图
(a) 的半对数坐标形式；(c) 一次实验的 V (ρt) 曲线；(d) 一次实验组合噪声辅助反馈(4.99)中
ϑV (ρt)和 µ

(
eV (ρt) − 1

)
V (ρt)的曲线。图 (a)和图 (b)中，青色曲线代表速度为 ηM

8
的指数参

考曲线；在图 (c)和图 (d)中，粉色和白色区域分别代表 ρt ∈ φnf1 和 ρt ∈ φnf2 的时间区域。
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图 4.31: 组合噪声辅助反馈(4.99)，线性噪声辅助反馈(4.9)和指数噪声辅助反馈(4.23)指数镇定
ρg 的对比实验结果。(a) 10次实验 V (ρt)的平均值；(b)图 (a)的半对数坐标形式。
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图 4.32: 组合测量反馈指数镇定 ρg的实验结果。(a) 10次实验 V (ρt)的曲线；(b)图 (a)的半对
数坐标形式；(c)一次实验的 V (ρt)曲线；(d)一次实验的组合测量反馈曲线。图 (a)和图 (b)
中，青色曲线代表速度为min

{
1
8
ηM, 1

2
ηMλ2

}
的指数参考曲线；在图 (c)和图 (d)中，粉色、灰

色、蓝色和白色区域分别代表 ρt ∈ φnf1 , φnf2 , φsf1 和 φsf2 的时间区域。
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图 4.33: 定理4.11中的组合测量反馈和组合噪声辅助反馈(4.99)指数镇定 ρg 的对比实验结果。
(a) 10次实验 V (ρt)的曲线；(b)图 (a)的半对数坐标形式。图 (a)和图 (b)中，青色曲线代表速
度为 min

{
1
8
ηM, 1

2
ηMλ2

}
的指数参考曲线。
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4.7 小结

4.7 小结

在本章，我们研究了两能级随机量子系统特别是随机量子自旋-1
2
系统的指数指定。为了

实现被控量子系统的（全局）指数指定，噪声辅助反馈、切换状态反馈、组合反馈和改进状态

反馈等多种基于连续测量的反馈控制策略被提出，并证明了其指数收敛性。此外，为了进一

步提高系统状态的收敛速度，我们在本章通过比较不同状态反馈作用下的实时状态收敛速度

提出了一种对整个状态空间进行划分的新思路和新方法。本章提出的所有反馈控制均在实验

中应用于指数镇定期望的目标本征态以验证其有效性及体现其指数收敛性。不同反馈策略实

现两能级随机量子系统指数镇定的对比结果如表4.1所示。

表 4.1: 不同反馈策略的对比。

反馈策略 控制器 工作的状态子空间 指数镇定

连续线性噪声辅助反馈 (4.9) S 全局
连续噪声辅助反馈

连续指数噪声辅助反馈 (4.23) S 全局

切换状态反馈 (4.32) Dλ 局部

状态反馈 +线性噪声辅助反馈 (4.45)
组合反馈

状态反馈 +指数噪声辅助反馈 (4.57)
S 全局

改进连续状态反馈 (4.63) Dλ 局部
改进状态反馈

改进切换状态反馈 (4.68) Dλ 局部

改进连续状态反馈 (4.63) Φsf1

改进切换状态反馈 (4.68) Φsf2

连续线性噪声辅助反馈 (4.9) Φnf1

状态空间的划分优化

连续指数噪声辅助反馈 (4.23) Φnf2

全局
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第 5章 随机量子系统快速镇定的统一框架

在第4章中，我们采用多种基于测量的反馈控制实现了两能级量子系统，特别是量子自

旋-1
2
系统的指数镇定。对于其他类型的随机量子系统，如 n维随机量子系统、多比特量子系

统，也有很多状态反馈策略被提出以实现其快速镇定，如文献[83-85]中的工作。然而，这些状

态反馈要么针对特定的量子系统要么针对特定的目标态。在本章，我们旨在提出一种适用于

多种随机量子系统和不同类型目标量子态快速镇定的统一框架。

5.1 随机微分方程的快速镇定

对于如下随机微分方程描述的非线性随机系统

dxt = f (xt) dt+ g (xt) dωt (5.1)

其中，xt代表系统状态；f : Rn × Rn → Rn和 g : Rn × Rn → Rn×r 是布尔可测、局部有界及

局部 Lipschitz连续的函数；f(0, 0) = 0，g(0, 0) = 0；ωt代表 r维标准维纳过程，根据[112]中定

义的随机稳定性，我们有定理5.1，其为文献[83]中定理 1的一个扩展。

定理 5.1
对于非线性随机系统(5.1)，如果存在 Rn的一个划分，记为 {ϕ1, ϕ2}，并存在一组分别定

义在 ϕ1和 ϕ2、非负且连续两次可微的耦合李雅普诺夫函数 V1 (x) , V2 (x) : Rn → R+，满

足如下条件

C.I: V1 (x)在集合 {ϕ1, ϕ2}的边界是常值；

C.II: α1(|x|) ≤ V1(x) ≤ α2(|x|), ∀x ∈ Rn

C.III: LV1 (x) ≤ −λV1 (x) , ∀x ∈ ϕ1

C.IV: LV2 (x) ≤ −M, ∀x ∈ ϕ2

其中，α1 (·)和 α2 (·)是 K∞ 类函数；λ和M 是正常数，则系统(5.1)的平衡点 x = 0是

全局渐进稳定的，且对于任意初态 x0 ∈ Rn，系统轨迹 xt仅通过 ϕ1和 ϕ2的边界不超过

2次。特别地，当 t ≥ T 时，E [V1 (xt)] ≤ V1 (xT ) e
−λ(t−T )，其中 T 代表在此时间后 xt将



5.2 随机量子系统的快速镇定

♡永久在 ϕ1中演化的时间。

证明 根据文献[83]中的定理 1，如果令

W (x) = λV1 (x) (5.2)

由于 V1 (x) 是连续、正定函数且 λ > 0，容易验证 W (x) 是定义在 ϕ1 中的连续、正定函数，

则[83]中定理 1的条件 C.1-C.3成立，使得 x = 0是全局渐进稳定的且 xt 通过 ϕ1 和 ϕ2 的边界

不超过 2次。

另一方面，根据定理2.2，如果分别将 V1 (x)，T 和 ϕ1 看为 V (x)，t0 和 S，可直接获得

E [V1 (xt)] ≤ V1 (xT ) e
−λ(t−T )。证毕。

5.2 随机量子系统的快速镇定

在本节，我们将基于定理5.1和文献[83]提出一个快速镇定随机量子系统的统一框架，并将

其分别应用于单比特系统、两比特系统以及 N 比特系统的快速镇定以证明所提统一框架的有

效性和普适性。

5.2.1 快速镇定随机量子系统的统一框架

比较随机主方程(2.4)和随机微分方程(5.1)，(2.4)是一类 f (ρt) = −i [H0, ρt]−
∑q

k i [Hk, ρt] uk,t+∑m
j ΓLj

D (Lj, ρt)和 g (ρt) =
∑m

j

√
ηLj

ΓLj
H (Lj, ρt)的特殊随机微分方程，因此定理5.1适用于

随机主方程(2.4)。根据定理5.1和文献[83]中的定理 1，我们在本节提出一个快速镇定随机量子

系统的统一框架，如图5.1所示。

根据图5.1，设计快速镇定随机量子系统的状态反馈控制需要执行 5步，每一步的具体细

节描述如下：

第 1步: 构造/确定哈密顿量和测量算符。对于随机量子系统的镇定，可解性是第一个需要解决

的问题。因此，系统哈密顿量 (包括自由哈密顿量 H0 和控制哈密顿量 Hk)和测量算符

Lj 需要合理构造以保证随机量子系统镇定问题的可解性。比如，在文献
[71]，在假设 2-3

中对哈密顿量和测量算符的设定下，目标态属于系统平衡态，且由于测量算符是非简并
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5.2 随机量子系统的快速镇定

图 5.1: 快速镇定随机量子系统的统一框架示意图，其中蓝色方块代表执行的操作，红色方块
代表镇定控制的结果，带箭头的线表示不同方块的关系。

的，被控量子系统包含有限个平衡态。然而，如果测量算符是简并的，正如文献[84-85]所

示，系统平衡点的个数可能是无限的。另一方面，如果被控量子系统是实际物理系统，

第 1步也是确定哈密顿量和测量算符。无论是哪种情况，哈密顿量和测量算符需要被构

造或确定以保证目标态是系统的平衡点，使得随机量子系统镇定问题的可解性成立。

第 2步: 将状态空间 S 划分为两个状态子空间 Φ1 和 Φ2。状态空间 S 可以人为直接划分，也可

以基于第 3步中构造的李雅普诺夫函数 V1 (ρt)进行划分。无论何种划分方式，S 的划分

应该满足如下条件：

如果系统平衡点个数有限，目标态位于 Φ1而其他平衡点位于 Φ2。

如果系统平衡点个数不可数，目标态是唯一同时位于拉塞尔不变集和Φ1中的状态。
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5.2 随机量子系统的快速镇定

第 3步: 构造耦合李雅普诺夫函数 V1 (ρt)和 V2 (ρt)。V1 (ρt)和 V2 (ρt)分别定义在 Φ1 和 Φ2，且

V1 (ρt)和 V2 (ρt)均非负、两次连续可微。特别地，V1 (ρt)在状态子空间 Φ1和 Φ2的边界

必须为常值。此外，V1 (ρt)可用于第 2步中的状态空间 S 的划分。

第 4步: 设计状态反馈 u1 (ρt)和 u2 (ρt)使LV1 (ρt) ≤ −W (ρt)且LV2 (ρt) ≤ −M。特别地，W (ρt)

可以设为 λV1 (ρt)。如果设计的状态反馈 u1 (ρt)不能使LV1 (ρt) ≤ −λV1 (ρt)在整个Φ1中

成立，可以设计另一个状态反馈 û1 (ρt)使 LV1 (ρt) ≤ −W (ρt)在 Φ1中的状态子空间 Φ̂1

中成立，而 u1 (ρt)仍然在Φ1\Φ̂1中起作用。在 Φ̂1中，u1 (ρt)不能使LV1 (ρt) ≤ −λV1 (ρt)。

第 5步: 将 u1 (ρt)和 u2 (ρt)构成状态反馈策略:u1 (ρt)在 Φ1中起作用，而 u2 (ρt)在 Φ2中起作用。

如果 u1 (ρt)不能使 LV1 (ρt) ≤ −λV1 (ρt)在整个 Φ1中成立，则 u1 (ρt)，û1 (ρt)和 u2 (ρt)

构成状态反馈策略：u1 (ρt)在 Φ1 \ Φ̂1中起作用，u2 (ρt)在 Φ2中起作用，而 û1 (ρt)在 Φ̂1

中起作用。

根据上述设计过程，应用设计的状态反馈可以获得如下结果：

在 u2 (ρt)作用下，系统状态 ρt从任意初态仅通过 Φ1和 Φ2的边界不超过 2次，且在有

限时间后永久在 Φ1中演化。

在 Φ1 中，在 u1 (ρt)作用下，系统状态 ρt 将收敛到目标态 ρf。特别地，如果 W (ρt) =

λV1 (ρt)，系统状态 ρt可以在 Φ1中指数收敛到 ρf 且收敛速度不小于 λ。

这意味着目标态可快速全局镇定。在5.2.2，5.2.3和5.2.4节，我们将应用统一框架分别快速镇

定单比特系统、两比特系统和 N 比特系统。

5.2.2 单比特系统的快速镇定

对于单比特系统，n维量子系统的演化可用下式描述

dρt = (−i [H0, ρt]− i [H1, ρt] ut +D (Le, ρt)) dt+
√
ηLeH (Le, ρt) dωLe,t

dyt =
√
ηLe tr

(
Leρt + ρtLe

†) dt+ dωL,t

(5.3)

对应随机主方程(2.4)中 q = 1，m = 1，L1 = Le 和 ΓLe = 1的情况。在本节，目标态 ρf 设为

测量算符 Le的一个本征态。为了快速镇定单比特系统(5.3)，我们按照 5.2.1节中提出的统一框

架的 5步设计状态反馈 ut。

为了保证可解性，测量算符 Le设为自伴随、非简并且与 H0对易的矩阵，而控制哈密顿
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5.2 随机量子系统的快速镇定

量 H1是连接的，因此系统平衡点为测量算符 Le的所有本征态且系统平衡态个数有限，即 n，

而目标态是系统平衡点，保证了目标态的可控性。然后，我们需要将状态空间 S 划分为两个

子空间。考虑下面的耦合李雅普诺夫函数：

Ve (ρt) = 1− tr (ρtρf ) + ceU (ρt)

Vc (ρt) = a+ tr (Xρt)

其中，ce 为非负常数；U (ρt) = tr (L2
eρt) − tr2 (Leρt)；a ≥ max

ρ∈S
|tr (Xρ)|。Ve (ρt)和 Vc (ρt)可

以分别看作 V1 (ρt)和 V2 (ρt)，且状态空间 S 可以基于 Ve (ρt)划分为 {Φe,1,Φe,2}，即

Φe,1 = {ρ ∈ S : Ve (ρt) ≤ ke}

Φe,2 = S \ Φe,1

(5.4)

其中 0 < ke ≤ 1。根据5.4，目标态 ρf ∈ Φe,1 且除目标态 ρf 之外的本征态 ρi ∈ Φe,2。易知，

Ve (ρt)在 Φe,1和 Φe,2的边界是常值。

作为 u1 (ρt)和 u2 (ρt)的反馈控制 ue,1 (ρt)和 ue,2 (ρt)可以基于 Ve (ρt)和 Vc (ρt)设计。根

据 Itô乘积法则(2.11)和(2.7)，与(5.3)关联的作用于 Ve (ρt)和 Vc (ρt)的无穷小算子分别为

LVe (ρt) = ge (ρt) ue,1 (ρt)− 4ceηLeU
2 (ρt) (5.5)

和

LVc (ρt) = tr (−i [X,H0] ρt) + tr (−i [X,H1] ρt) ue,2 (ρt) + tr (XD (Le, ρt)) (5.6)

其中，ge (ρt) = tr (−i [H1, ρ] (ce (L
2
e − 2Le tr(Leρ))− ρf ))。基于(5.5)和(5.6)，可以分别设计反

馈控制 ue,1 (ρt)和 ue,2 (ρt)为

ue,1 (ρt) =
−λ̄eVe (ρt) + 4ceηLeU

2 (ρt)

ge (ρt)
, λ̄e > 0 (5.7)

和

ue,2 (ρt) =
−M̄e + tr (i [X,H0] ρt)− tr (XD (Le, ρt))

tr (−i [X,H1] ρt)
, M̄e > 0 (5.8)

使 LVe (ρt) ≤ −λeVe (ρt)和 LVc (ρt) ≤ −Me，其中 0 < λe ≤ λ̄e，0 < Me ≤ M̄e。为了保证反馈

控制的实用性，ue,1 (ρt)和 ue,2 (ρt)的分母不能为零，即

ge (ρt) ̸= 0 (5.9)
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5.2 随机量子系统的快速镇定

且

tr (−i [X,H1] ρt) ̸= 0 (5.10)

为了达到这个目的，根据[84]中的算法，可以通过构造 X 使(5.10)成立，而(5.9)在状态子空间

Φe,1\Φe,3中成立，其中Φe,3 = {ρ ∈ Φe,1 : ge (ρ) ̸= 0} ⊂ Φ̂e,1 = {ρ ∈ Φe,1 : |ge (ρ) | ≤ ϵe}，ϵe > 0。

对于状态子空间 Φ̂e,1，我们设计另一种状态反馈控制

ûe,1 (ρt) = − sege (ρt)

|ge (ρt) |+ ηe
(5.11)

其中，se > 0是反馈控制的强度，ηe > 0是用于调节控制硬度的参数。状态控制(5.11)称为近似

棒棒控制，首次在文献[113]中提出，并被用于封闭量子系统。ûe,1 (ρt)可使 LVe (ρt) ≤ −We (ρt)

成立，其中We (ρt) =
seg2e(ρt)

|ge(ρt)|+ηe
+ 4ceηLeU

2 (ρt)是一个定义在 S 中的连续正定函数。

因此，ue,1 (ρt)，ue,2 (ρt)和 ûe,1 (ρt)可以构成快速镇定单比特系统的切换状态反馈策略，即

ue (ρt) =


ue,1 (ρt) , 如果 ρt ∈ Φe,1 \ Φ̂e,1

ue,2 (ρt) , 如果 ρt ∈ Φe,2

ûe,1 (ρt) , 如果 ρt ∈ Φ̂e,1

(5.12)

根据定理5.1，在 ue,2 (ρt) 作用下，系统状态 ρt 从任意初态仅通过 Φe,1 和 Φe,2 的边界不超过

2 次且在有限时间后永久在 Φe,1 中演化。在 Φe,1 中，ue,1 (ρt) 和 ûe,1 (ρt) 分别使 LVe (ρt) ≤

−λeVe (ρt)和 LVe (ρt) ≤ −We (ρt)成立，根据拉塞尔不变集原理2.3，系统轨迹将收敛于不变

集 Ie = {ρ ∈ Φ1 : LVe (ρ) = 0}。由于目标态 ρf 是在 Φe,1中的唯一平衡点，因此 Ie = {ρf}且

系统状态 ρt 将以概率 1收敛到目标态 ρf，从而目标态 ρf 在切换控制 ue (ρt)作用下是全局渐

进稳定的。此外，系统状态 ρt 在 Φe,1 \ Φ̂e,1 中将指数收敛，且根据定理5.1和定理2.2，由于

LVe (ρt) ≤ −λeVe (ρt)和 λe ≤ λ̄e，收敛速度不小于 λe。

注 5.1如(5.12)所示，我们在不同的状态子空间使用对应的不同反馈控制。然而，在切换状态

反馈 ue (ρt)作用下，系统轨迹在 Φe,1和 Φe,2的边界 Λe = {ρ ∈ S : Ve (ρ) = ke}以及 Φ̂e,1的边

界 Λ̂e = {ρ ∈ Φe,1 : |ge (ρ) | = ϵe}不存在滑动运动。这个结论可以通过反证法得到：

如果在 Λe存在 ρt的滑动运动，那么对一些 ρt ∈ Λe，LVe (ρt) = 0。另一方面，在 Φe,1中，

LVe (ρt) ≤ −λeVe (ρt)或 LVe (ρt) ≤ −We (ρt)成立。很明显，Ve (ρt)和We (ρt)均是定义

在 Φe,1中的正定函数且 ρf 不在 Λe上，使得对 ∀ρt ∈ Λe，Ve (ρt) > 0且We (ρt) > 0，从
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5.2 随机量子系统的快速镇定

而 LVe (ρt) < 0，这与 LVe (ρt) = 0矛盾。因此，系统轨迹在边界 Λe上不存在滑动运动。

由于 Λ̂e ∈ Φ̂e,1，̂ue,1 (ρt)在 Λ̂e上起作用。如果在边界 Λ̂e上系统轨迹存在滑动运动，则对

一些 ρt ∈ Λ̂e，LVe (ρt) = 0，这意味着这些 ρt ∈ Λ̂e可使 U (ρt) = 0，从而We (ρt) = 0。然

而，使 U (ρt) = 0成立的状态是测量算符 Le的所有本征态。另一方面，对 Le的所有本

征态，仅有 ρf 位于 Φe,1和 ρf ̸∈ Λ̂e ⊂ Φe,1，因此不存在任何状态 ρt ∈ Λ̂e使 LVe (ρt) = 0

成立，这意味着系统轨迹在边界 Λ̂e上不存在滑动运动。

5.2.3 两比特系统的快速镇定

对于两比特系统，其演化可用下式描述

dρt =

(
−i [H1, ρt] ut +

2∑
j=1

ΓLj
D (Lj, ρt)

)
dt+

2∑
j=1

√
ηLj

ΓLj
H (Lj, ρt) dωLj ,t

dyj,t =
√
ηLj

ΓLj
tr
(
Ljρt + ρtL

†
j

)
dt+ dωLj ,t, j = 1, 2

(5.13)

对应随机主方程(2.4)中 H0 = 0，q = 1，m = 2的情况。Bell态是两比特系统的最大纠缠态，

可写为

ϕ± =
1

2



1 0 0 ±1

0 0 0 0

0 0 0 0

±1 0 0 1


, ψ± =

1

2



0 0 0 0

0 1 ±1 0

0 ±1 1 0

0 0 0 0


在本节，选择 ϕ+作为目标态 ρf。为了保证可解性，测量算符分别设为 L1 = σz

1 ⊗ I2 − I2 ⊗ σz
2

和 L2 = σx
1 ⊗ σx

2，从而系统状态 ρt将收敛到两个 Bell态 {ϕ+, ϕ−}中的一个，即系统的平衡态

为 ϕ+和 ϕ−，而目标态 ρf 是其中一个系统平衡态。

为了将状态空间 S 划分为两个子空间，我们使用下面的李雅普诺夫函数

VB (ρt) = 1− tr (ρtρf ) + cB (U1 (ρt) + U2 (ρt))

其中，cB 是非负常数，Uj (ρt) = tr
(
L2
jρt
)
− tr2 (Ljρt) , j = 1, 2。基于 VB (ρt)，状态空间 S 可

以划分为 {ΦB,1,ΦB,2}，即

ΦB,1 = {ρ ∈ S : VB (ρt) ≤ kB}

ΦB,2 = S \ ΦB,1

(5.14)
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5.2 随机量子系统的快速镇定

其中，0 < kB < 1，1 − kB + cB maxρ∈S (U1 (ρ) + U2 (ρ)) <
1
4
。因此，ρf ∈ ΦB,1 而其他所有

Bell态在 ΦB,2中。

对于两比特系统(5.13)，VB (ρt) 和 Vc (ρt) 可以构成耦合李雅普诺夫函数，基于这两个函

数我们可以设计反馈控制 uB,1 (ρt)和 uB,2 (ρt)以快速镇定 Bell态。与(5.13)关联的分别作用于

VB (ρt)和 Vc (ρt)的无穷小算子为

LVB (ρt) = gB (ρt) uB,1 (ρt)− 4cB

(
2∑

j=1

ηLj
ΓLj

U2
j (ρt) +

2∑
j=1

ηLj
ΓLj

U2
12 (ρt)

)
(5.15)

和

LVc (ρt) = tr (−i [X,H1] ρt) uB,2 (ρt) +
2∑

j=1

tr
(
XΓLj

D (Lj, ρt)
)

(5.16)

其中

gB (ρt) = tr (iρf [H1, ρt]) + 2c
2∑

j=1

tr (Ljρt) tr (−iLj [Hj, ρt])

U12 (ρt) =
2∏

j=1

tr (Ljρt)

根据(5.15)和(5.16)，控制律 uB,1 (ρt)和 uB,2 (ρt)可以分别设计为

uB,1 (ρt) =
−λ̄BVB (ρt) + 4cB

(∑2
j=1 ηLj

ΓLj
U2
j (ρt) +

∑2
j=1 ηLj

ΓLj
U2
12 (ρt)

)
gB (ρt)

, λ̄B > 0 (5.17)

和

uB,2 (ρt) =
−M̄B −

∑2
j=1 tr

(
XΓLj

D (Lj, ρt)
)

tr (−i [X,H1] ρt)
, M̄B > 0 (5.18)

使 LVB (ρt) ≤ −λBVB (ρt)和 LVc (ρt) ≤ −MB 成立，其中 0 < λB ≤ λ̄B 且 0 < MB ≤ M̄B。为

了确保 uB,2 (ρt)的分母不为零，即 tr (−i [X,H1] ρt) ̸= 0，我们可以通过令−i [X,H1] = I4−4ρf

构造X 和H1，使得对 ∀ρ ∈ ΦB,2，tr (−i [X,H1] ρ) > 0。我们可以使用5.2.2节中相似的技术使

uB,1 (ρt)的分母 gB (ρt)不为零，即设计另一个反馈控制 ûB,1 (ρt) = − sBgB(ρt)
|gB(ρt)|+ηB

，使其在状态

子空间 Φ̂B,1 = {ρ ∈ ΦB,1 : |gB (ρ) | ≤ ϵB}中起作用，其中 sB, gB, ϵB 均为正常数。

因此，uB,1 (ρt)，uB,2 (ρt)和 ûB,1 (ρt)可以构成快速镇定 Bell态的状态反馈策略，即

uB (ρt) =


uB,1 (ρt) , 如果 ρt ∈ ΦB,1 \ Φ̂B,1

uB,2 (ρt) , 如果 ρt ∈ ΦB,2

ûB,1 (ρt) , 如果 ρt ∈ Φ̂B,1

(5.19)
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5.2 随机量子系统的快速镇定

通过与5.2.2节中相似的讨论，可知目标态 ρf 在切换状态反馈控制 uB (ρt)作用下是全局

渐近稳定的，而系统状态 ρt在 ΦB,1 \ Φ̂B,1中可指数收敛且收敛速度不小于 λB。

5.2.4 N 比特系统的快速镇定

在本节，我们考虑 N 比特系统的快速镇定，其中 N ≥ 3。不失一般性，目标态设为 GHZ

态，即

ρf = |ϕf⟩⟨ϕf | =
1

2



1 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0

... ... . . . ... ...

0 0 . . . 0 0

1 0 . . . 0 1


n×n

(5.20)

其中 |ϕf⟩ = 1√
2
(|00 · · · 0⟩ + |11 · · · 1⟩)，n = 2N。为了保证可解性，测量算符选为对角阵，即

LG = diag
[
l1, l2, · · · , ln/2, ln/2, · · · , l2, l1

]
，其中对 i, j ∈ {1, 2, . . . , n/2}和 i ̸= j，li ̸= lj，使目

标态 ρf 是 LG 的本征态之一。由于 LG 使简并的，可以使用两个控制哈密顿量，从而描述 N

比特系统的随机主方程为

dρt = (−i [H0, ρt]− i [H1, ρt]− i [H2, ρt] u2,t + ΓLG
D (LG, ρt)) dt

+
√
ηLG

ΓLG
H (LG, ρt) dωLG,t

=
(
−i
[
Ĥ0, ρt

]
− i [H2, ρt] u2,t + ΓLG

D (LG, ρt)
)
dt+

√
ηLG

ΓLG
H (LG, ρt) dωLG,t

dyt =
√
ηLG

ΓLG
tr
(
LGρt + ρtL

†
G

)
dt+ dωLG,t

(5.21)

其中，Ĥ0 = H0 + H1 和 H2 可以分别看作虚拟的自由哈密顿量和控制哈密顿量，而 u2,t 代

表需要设计的状态反馈控制。因此，N 比特系统(5.21)对应随机主方程(2.4)中 q = 2，m = 1，

L1 = LG和 u1,t = 1的情况。

对于 N 比特系统(5.21)，我们选择距离函数作为 V1 (ρt)，即

VG (ρt) = 1− tr (ρtρf ) (5.22)

并与 Vc (ρt)一起构成耦合李雅普诺夫函数用以设计快速镇定 GHZ态的状态反馈控制 uG,1 (ρt)
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5.2 随机量子系统的快速镇定

和 uG,2 (ρt)。基于 VG (ρt)，可以将状态空间 S 划分为如下两个状态子空间

ΦG,1 = {ρ ∈ S : VG (ρt) ≤ kG}

ΦG,2 = S \ ΦG,1

(5.23)

其中，0 < kG < 1。与(5.21)关联的作用于 VG (ρt)和 Vc (ρt)的无穷小算子分别为

LVG (ρt) = tr
(
i
[
Ĥ0, ρt

]
ρf

)
+ tr (i [H2, ρt] ρf ) uG,1 (ρt) (5.24)

和

LVc (ρt) = − tr
(
iX
[
Ĥ0, ρt

])
− tr (i [X,H2] ρt) uG,2 (ρt) + ΓLG

tr (XD (LG, ρt)) (5.25)

由于 LG是简并的，系统平衡点的个数不可数，因此我们可以构造哈密顿量H1使
[
Ĥ0, ρf

]
= 0

成立以简化控制器的设计。与5.2.2节和5.2.3节类似，切换状态反馈控制可以设计为

uG (ρt) =


uG,1 (ρt) = − λGVG(ρt)

tr(i[H2,ρt]ρf)
, 如果 ρt ∈ ΦG,1 \ Φ̂G,1

uG,2 (ρt) =
MG+ΓLG

tr(XD(LG,ρt))

tr(i[X,H2]ρt)
, 如果 ρt ∈ ΦG,2

ûG,1 (ρt) = − sG tr(i[H2,ρt]ρf)
| tr(i[H2,ρt]ρf)|+ηG

, 如果 ρt ∈ Φ̂G,1

(5.26)

其中，sG > 0，ηG > 0，且 Φ̂G,1 = {ρ ∈ ΦG,1 : | tr (i [H2, ρ] ρf ) | ≤ ϵG}，ϵG > 0。uG (ρt)可以使

LVG (ρt) ≤ −λGVG (ρt)或 LVG (ρt) ≤ −WG (ρt)和 LVc (ρt) ≤ −MG 成立，其中 0 < λG ≤ λ̄G，

0 < MG ≤ M̄G，WG (ρt) =
sG tr2(i[H2,ρt]ρf)
| tr(i[H2,ρt]ρf)|+ηG

。对于(5.26)中的反馈控制 uG (ρt)，ûG,1 (ρt)可用于

避免 uG,1 (ρt)的分母太小，而 uG,1 (ρt)的分母可以通过采用
[84]中的算法构造 X 和 H2 使其不

为零。

根据定理5.1，在 uG,2 (ρt)作用下，系统状态 ρt从任意初态仅通过ΦG,1和ΦG,2的边界不超

过 2次并在有限时间后永久在ΦG,1中演化。在状态子空间ΦG,1中，根据拉塞尔不变集原理2.3，

在 uG,1 (ρt)和 ûG,1 (ρt)作用下，系统状态 ρt将分别收敛到不变集 IG = {ρ ∈ ΦG,1 : VG (ρ) = 0}

和 ÎG = {ρ ∈ ΦG,1 : tr (i [H2, ρ] ρf ) = 0}。很明显，IG = {ρf}。另一方面，根据文献[85]中的分析，

ÎG = {ρf , ρi}，其中 ρi代表除 ρf 外的LG的其他本征态。̂IG中的状态 ρÎG满足D
(
LG, ρÎG

)
= 0

和 H
(
LG, ρÎG

)
= 0，使得随机主方程(5.21)变为 dρt = −i

[
Ĥ0, ρt

]
dt，而我们可以构造 H1 使[

Ĥ0, ρi

]
̸= 0，从而利用条件

[
Ĥ0, ρf

]
= 0，仅有 ρf 是位于不变集 ÎG中的平衡态。因此，在反

馈控制 uG (ρt)作用下，目标态 ρf 是全局渐进稳定的，系统状态 ρt在 ΦG,1 \ Φ̂G,1中可以指数

收敛，且根据定理5.1和定理2.2，收敛速度不小于 λG。
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5.3 快速镇定量子系统统一框架的应用

注 5.2在5.2.2(5.2.3，5.2.4)节中，我们仅使系统状态 ρt在 Φe,1 \ Φ̂e,1(ΦB,1 \ Φ̂B,1，ΦG,1 \ Φ̂G,1)而

不是 Φe,1(ΦB,1，ΦG,1)中指数收敛，这一点可以通过更合理的设计反馈控制 ue,1 (ρt)(uB,1 (ρt)，

uG,1 (ρt))来避免。比如，文献[73]和[88]中的状态反馈控制可以分别实现N 能级量子角动量系统

本征态和多比特系统 GHZ态的局部指数镇定。如果用[73]和[88]中的反馈控制分别代替 ue,1 (ρt)

和 uG,1 (ρt)，且将
[73]和[88]中的系统状态指数收敛状态子空间分别作为 Φe,1 和 ΦG,1，那么系统

状态可以更快地收敛，这意味着随机量子系统指数镇定的结果和本章描述的统一框架可以合

理组合以获得更好的控制性能。

5.3 快速镇定量子系统统一框架的应用

在本节，我们以具有简并测量算符的三比特系统为例镇定一个给定的 GHZ态以验证应用

统一框架设计的状态反馈控制的快速性和有效性。实验中，目标 GHZ态设为

ρf = |ϕf⟩⟨ϕf | =
1

2



1 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 1


其中，|ϕf⟩ = 1√

2
(|000⟩+ |111⟩)，初态设为 ρ0 = diag[0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0]，系统参数为设为

H0 = σz ⊗ σz ⊗ I2 + σz ⊗ I2 ⊗ σz + I2 ⊗ σz ⊗ σz = diag[3,−1,−1,−1,−1,−1,−1, 3]
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H1 =



0 1 0 0 0 0 −1 0

1 0 0 0 0 0 0 −1

0 0 0 1 −1 0 0 0

0 0 1 0 0 −1 0 0

0 0 −1 0 0 1 0 0

0 0 0 −1 1 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 1

0 −1 0 0 0 0 1 0



,ΓLG
= 1, ηLG

= 1

H2 =



−2.50 −0.87 0.61 −0.35 0 0 0 0

−0.87 −3.50 −0.35 0.20 0 0 0 0

0.61 −0.35 −2.50 −0.29 0 0 0 0

−0.35 0.20 −0.29 −1.50 0 0 0 0

0 0 0 0 1.50 0.35 0.20 −0.87

0 0 0 0 0.35 2.50 0.29 −0.61

0 0 0 0 0.20 0.29 3.50 −0.35

0 0 0 0 −0.87 −0.61 −0.35 2.50


LG =

1

2
(σz ⊗ σz ⊗ I2 + I2 ⊗ σz ⊗ σz) = diag[1, 0,−1, 0, 0,−1, 0, 1]

(5.26)中的控制参数分别设为 λG = 0.15，MG = 1，sG = 0.5和 ηG = 0.05。状态空间 S 划分为

ΦG,1 = {ρ ∈ S : V1 (ρ) ≤ kG}和 ΦG,2 = S \ ΦG,1，其中 kG = 0.95。控制律 ûG,1 (ρt)作用的子

空间设为 Φ̂G,1 = {ρ ∈ ΦG,1 : | tr ([H2, ρ] ρf ) | ≤ ϵG}，其中 ϵG = 0.05。切换反馈控制(5.26)作用

下的 1000次实验结果如图5.2所示。从图5.2中可以看出，V (ρt)收敛到零，意味着实现了目标

GHZ态的镇定，验证了所用切换状态反馈控制的有效性。另一方面，在切换反馈控制(5.26)作

用下的状态收敛速度大于 λG，体现来镇定目标态的快速性。此外，文献
[84]中提出的反馈控

制，即在 ΦG,1中使用 ũG (ρt) = −KG tr (i [H2, ρt] ρf )代替 uG,1 (ρt)和 ûG,1 (ρt)，也被用于镇定

目标 GHZ态，其 KG = 0.02的实验结果也在图5.2中呈现。从图5.2中可以看出，在切换反馈
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控制(5.26)作用下 V (ρt)收敛到零的速度快于在
[84]中提出的反馈控制作用下的收敛速度，显示

了本章设计的反馈控制的优势。切换反馈控制(5.26)镇定 GHZ态的一次实验结果如图5.3所示，

图中显示状态轨迹通过 ΦG,1和 ΦG,2的边界不超过 2次，这与理论分析结果一致。

(a) V (ρt)曲线。 (b) 图 (a)的半对数坐标形式。

图 5.2: 切换反馈控制(5.26)镇定 GHZ态的实验结果。图 (a)和图 (b)中，灰色、蓝色和紫色曲
线分别代表样本轨迹、分别在(5.26)和文献[84]中所提反馈控制作用下 1000次实验 V (ρt)的平
均值，红色和青色曲线分别代表速度为 λG的指数参考曲线及 ΦG,1和 ΦG,2间的边界。

0 20 40 60 80 100
time(a.u.)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(a) V (ρt)曲线。

0 20 40 60 80 100
time(a.u.)

-3

-2

-1

0

1

2

(b) u (ρt)曲线。

图 5.3: 切换反馈控制(5.26)镇定 GHZ态的一次实验结果。图 (a)和图 (b)中，紫色曲线分别代
表 VG (ρt)和 uG (ρt)，蓝色、粉色和白色背景分别代表 ρt ∈ ΦG,1，ΦG,2和 Φ̂G,1的时间区域。

5.4 小结

在本章，我们研究了随机量子系统的快速镇定，并为此针对 Itô型随机微分方程提出了一

个基于类李雅谱诺夫-拉塞尔定理快速镇定的统一框架。在此基础上，提出的统一框架被用于

单比特系统、两比特系统和N 比特系统的快速镇定。此外，我们以三比特系统为例，在数值实

验中应用提出的统一框架设计了快速镇定 GHZ态的状态反馈控制以验证统一框架的有效性。
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第 6章 随机时滞量子系统的快速镇定

在前面的章节中，我们采用多种反馈控制研究了随机量子系统的快速镇定，甚至指数镇

定。然而，以上所用的工作均假设设计的反馈控制可以瞬时作用于被控系统系统。但是，量

子物理实验的时间尺度非常短（纳秒级），计算量子态及基于量子态的控制输入的时间是不可

忽视。因此，我们在本章考虑基于连续测量反馈的时滞控制实现随机量子系统的快速稳定问

题，即设计一个时滞反馈控制驱动系统状态从状态空间的任意初态快速地、渐近地趋于期望

的目标状态。

6.1 问题描述

在本章，我们分别将在量子计算和量子通信中发挥重要作用的、最典型的量子态本征态

和 Bell态作为目标态，并采用时滞状态反馈全局镇定目标态。由于在实际物理应用中，控制

的计算、施加等操作花费的时间是不可忽略的，因此对于(2.4)中的控制输入 ut，更合理的选

择是使用基于时滞状态的反馈控制，即 ut = u (ρt−τ )，其中 τ 代表延迟时间。另一方面，考虑

到量子操作的快速性，全局镇定目标量子态期望尽可能快的完成，因此，本章的研究目标是

使用时滞控制全局地、快速地镇定目标本征态和 Bell态，具体描述如下：

对于随机量子系统(2.4)，设计时滞控制 ut = u (ρt−τ )，其中 τ > 0是一个已知的常数，驱

动系统(2.4)的状态可以从任意初态 ρθ ∈ S,−τ ≤ θ ≤ 0快速渐进地到期望的目标态 ρf，即

P
{
lim
t→∞

ρt = ρf

}
= 1, ∀ρθ ∈ S,−τ ≤ θ ≤ 0

由于时滞控制 ut = u (ρt−τ )，(2.4)变成了一个非线性随机时滞量子系统。为了设计快速镇

定本征态和 Bell态的时滞控制，我们首先在6.2节中介绍一个针对非线性随机时滞系统的关于

快速稳定性的类李雅谱诺夫-拉塞尔定理，然后在6.3节中将其应用于随机时滞主方程(2.4)。



6.2 非线性随机时滞系统的快速镇定

6.2 非线性随机时滞系统的快速镇定

考虑下面的非线性随机时滞系统

dxt = f (xt, xt−τ ) dt+ g (xt, xt−τ ) dωt (6.1)

其中，xt代表系统状态；τ 代表已知的时不变延迟；f : Rn ×Rn → Rn和 σ : Rn ×Rn → Rn×r

是布尔可测、局部有界且局部 Lipschitz 连续的函数；f(0, 0) = 0, g(0, 0) = 0；ωt 是定义在

经典完备概率空间 (Ω,F ,P) 中的一个 r 维标准维纳过程。初态为 {xθ : −τ ≤ θ ≤ 0} = ξ ∈

Cb
F0

([−τ, 0];Rn).

对于每个初态，根据文献[114]中的定理 2，非线性随机时滞系统(6.1)有唯一解，记为 x(t, ξ) =

xt。根据文献
[114]中的时滞稳定性概念，我们有定理6.1，其为文献[78]中定理 3.2和文献[83]中定

理 1的一个扩展。

定理 6.1

♡

对于非负的、两次连续可微的李雅普诺夫函数 V1 (x) , V2 (x) : Rn → R+，假设 V1 (x)在

Rn的一个划分 {ϕ1, ϕ2}的边界是常值。对于非线性随机时滞系统(6.1)，如果存在K∞-类

函数 α1 (·)，α2 (·)，定义在 ϕ1上的连续非负函数W (x)，W1 (x)和W2 (x)，以及定义在

ϕ2上的连续非负有界函数M1 (x)，M2 (x)，使得

a) α1(|x|) ⩽ V1(x) ≤ α2(|x|), ∀x ∈ Rn

b) Lf,gV1 (xt, xt−τ ) ≤ min {−W (xt) ,W1 (xt−τ )−W1 (xt)−W2 (xt)} , ∀t ≥ 0

c) Lf,gV2 (xt, xt−τ ) ⩽ −M1 (xt−τ )−M2 (xt) , ∀t ≥ 0

其中，Lf,g 为与(6.1)关联的无穷小算子

Lf,gV (xt, xt−τ ) :=
∂V (xt)

∂xt
f (xt, xt−τ ) +

1

2
tr

(
gT (xt, xt−τ )

∂2V (xt)

∂x2t
g (xt, xt−τ )

)
则平衡点 x = 0是全局稳定的且 P {limt→∞W2 (xt) = 0} = 1, ∀ξ ∈ Cb

F0
([−τ, 0];Rn)。如

果W2 (x)正定，则 x = 0是全局渐近稳定的，且系统轨迹从任意初态仅经过 ϕ1和 ϕ2的

边界不超过 2次。

证明 证明包含如下两步：

第 1步: 平衡点 x = 0在 ϕ1中是全局渐近稳定的；
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6.2 非线性随机时滞系统的快速镇定

第 2步: 在有限时间后，系统状态 xt可从任意初态转移到 ϕ1并永久在 ϕ1中演化，且通过 ϕ1和

ϕ2的边界不超过 2次。

我们首先证明第 1步。对 V1 (x)应用 Dynkin公式，可得

E [V1 (xt)]− V1 (x0) = E
[∫ t

0

Lf,gV1 (xs, xs−τ ) ds

]
根据 Lf,gV1 (xt, xt−τ ) ≤ W1 (xt−τ )−W1 (xt)−W2 (xt)，有

E [V1 (xt)]− V1 (x0) ≤ E
[
−
∫ t

0

W2 (xs) ds

]
+ E

[∫ 0

−τ

W1 (xs) ds

]
由于对所有的 x ∈ Rn，W2 (x) ≥ 0，因此

E [V1 (xt)] ≤ V1 (x0) + τ sup
−τ≤θ≤0

W1 (xθ)

从而 E [V1 (xt)] ≤ c(∥ξ∥)，其中 c(s) = sup|x|≤s (V1(x) + τW1(x))且 ∥ξ∥ = sup−τ≤θ≤0 |xθ|。应用

Chebyshev不等式，有

P {V1 (xt) ≥ δ(∥ξ∥)} ≤ E [|V1 (xt)|]
δ(∥ξ∥)

≤ c(∥ξ∥)
δ(∥ξ∥)

即 P {V1 (xt) ≤ δ(∥ξ∥)} ≥ 1 − c(∥ξ∥)
δ(∥ξ∥)，其中 δ (·) 是 K 类函数。对任意 ϵ > 0，δ (·) 可设计使

δ(∥ξ∥) ≥ c(∥ξ∥)
ϵ
，从而

P {|xt| ≤ ζ(∥ξ∥)} ≥ P {V1 (xt) ≤ δ(∥ξ∥)} ≥ 1− ϵ

其中 ζ = α−1
1 ◦ δ ◦ α2，因此 x = 0是全局稳定的。此外，由于

E
[∫ t

0

W2 (xs) ds

]
≤ V1 (x0)− E [V1 (xt)] + E

[∫ 0

−τ

W1 (xs) ds

]
<∞

可得 E
[∫∞

0
W2 (xs) ds

]
<∞。考虑到 E [V1 (xt)]是有界的并应用文献

[115]中引理 3，

P
{
lim
t→∞

W2 (xt) = 0
}
= 1

由于W2 (x)是正定的，P {limt→∞ |xt| = 0} = 1，因此在 ϕ1中 x = 0是全局渐进稳定的。

对于第 2步，我们首先证明状态 xt在 Λ = ϕ1 ∩ ϕ2 = {x ∈ Rn : V1(x) = k}上没有滑动运

动，其中 k为常数。如果在时滞控制 ut−τ 作用下 xt在 Λ上存在滑动运动，则存在一些 xt′ ∈ Λ

使得 Lf,gV1 (xt′ , xt′−τ ) = 0。考虑到在 ϕ1 中 Lf,gV1 (xt, xt−τ ) ≤ −W (xt)且原点不在 Λ上，其

中W (xt)是正定的，因此在 Λ上W (xt) > 0且对所有的 xt ∈ Λ，Lf,gV1 (xt, xt−τ ) < −W (xt)。

这是矛盾的，意味着 Λ中没有滑动运动。
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6.2 非线性随机时滞系统的快速镇定

下面，我们通过使用不等式

Lf,gV2 (xt, xt−τ ) ⩽ −M1 (xt−τ )−M2 (xt)

Lf,gV1 (xt, xt−τ ) ⩽ −W (xt)

证明状态轨迹仅通过 ϕ1和 ϕ2的边界不超过 2次。

情况 1: 当 x0 ∈ ϕ2时,

E
[
V2
(
xτ1(x0)

)]
− V2 (x0) = E

[∫ τ1(x0)

0

Lf,gV2 (xs, xs−τ ) ds

]

≤ E

[∫ τ1(x0)

0

−M1 (xs−τ )−M2 (xs) ds

]

= E

[
−
∫ τ1(x0)−τ

−τ

M1 (xs) ds−
∫ τ1(x0)

0

M2 (xs) ds

] (6.2)

其中，τ1 (x0)是 xt首次离开 ϕ2的时间。由于M1 (xt)和M2 (xt)的有界性，即

M1 (xt) ≤ M1

M2 (xt) ≤ M2

其中，M1和M2分别是M1 (xt)和M2 (xt)的最大值，则(6.2)可写为

E
[
V2
(
xτ1(x0)

)]
− V2 (x0) ≤ −M1E

[∫ τ1(x0)−τ

−τ

ds

]
−M2E

[∫ τ1(x0)

0

ds

]

= −M1E [τ1 (x0)]−M2E [τ1 (x0)]

= − (M1 +M2) E [τ1 (x0)]

(6.3)

通过对(6.3)移项，可得

V2 (x0)− E
[
V2
(
xτ1(x0)

)]
≥ (M1 +M2) E [τ1 (x0)] (6.4)

根据(6.4),有

E [τ1 (x0)] ≤
V2 (x0)− E

[
V2
(
xτ1(x0)

)]
M1 +M2

≤ V2 (x0)

M1 +M2

<∞

(6.5)

即 xt在有限时间内会离开 ϕ2并转移到 ϕ1。通过对 Lf,gV1 (xt, xt−τ ) ⩽ −W (xt)进行文献
[83]中

的相似讨论，可知没有进入 ϕ1内的样本轨迹会再返回到 ϕ2。换句话说，在 xt遇到 ϕ1和 ϕ2的
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6.3 基于时滞控制的量子态快速镇定

边界 Λ的时间 τ2 (x0)后，xt将永久在 ϕ1中演化。在这种情况，状态轨迹仅通过 ϕ1和 ϕ2的边

界 1次。

情况 2: 当 x0 ∈ ϕ1时，

如果 xt 在有限时间 τ3 (x0)后转移到 ϕ2，根据情况 1中的分析，xt 将在有限时间 τ4 (x
′)

后离开 ϕ2并永久在 ϕ1中演化，因此整个时间为 τ3 (x0)+ τ4 (x
′) <∞，即 xt将在有限时

间内返回 ϕ1并在 ϕ1中永久演化。在这种情况，状态轨迹通过 ϕ1和 ϕ2的边界 2次。xt

的整个转移过程如下：

x0 ∈ ϕ1
有限时间−−−−→
τ3(x0)

x′ ∈ ϕ2
有限时间−−−−→
τ4(x′)

x′′ ∈ ϕ1

如果 xt不能在有限时间转移到 ϕ2，xt将永久在 ϕ1中演化。对于这种情况，状态轨迹将

不会通过 ϕ1和 ϕ2的边界，即状态轨迹仅通过边界 0次。

综合情况 1和情况 2的分析，无论 x0 ∈ ϕ1 还是 x0 ∈ ϕ2，状态轨迹仅通过 ϕ1 和 ϕ2 的边

界不超过 2次。证毕。

6.3 基于时滞控制的量子态快速镇定

6.3.1 快速镇定本征态

对于本征态的镇定，考虑文献[78]中的量子系统，即

dρt = (−i [H0, ρt]− i [H1, ρt] ut +D (L, ρt)) dt+
√
ηLH (L, ρt) dωL

= fe (ρt) dt+ ge (ρt) dωL

dyt =
√
ηL tr

(
Lρt + ρtL

†) dt+ dωL

(6.6)

其中，fe (ρt) = −i [H0, ρt] − i [H1, ρt] ut + D (L, ρt) , ge (ρt) =
√
ηLH (L, ρt)，对应随机主方

程(2.4)中 q = 1，m = 1，L1 = L和 ΓL = 1的情况。特别地，测量算符 L自伴随、非简并且

与 H0对易，目标态 ρf 选为 L的本征态。

考虑下面的李雅普诺夫函数

Ve (ρt) = 1− tr (ρtρf ) + cU (ρt) , c > 0

Vc (ρt) = a+ tr (Xρt)
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其中，

U (ρt) = tr
(
L2ρt

)
− tr2 (Lρt) (6.7)

函数 Vc中的常数 a大于 max
ρt∈S

|tr (Xρt)|以保证 Vc > 0，而参数 X 满足

tr (−i [X,H1] ρi) > 0

tr (−i [X,H1] ρf ) ≤ 0

其中，ρi是除目标态外的其他本征态，从而状态空间 S 可以划分为 {ϕ1, ϕ2}，即

ϕ1 = {ρ : tr (−i [X,H1] ρ) ≤ C, ρ ∈ S}

ϕ2 = S \ ϕ1

(6.8)

其中,常数 C 满足 tr (−i [X,H1] ρf ) < C < min
ρi

tr (−i [X,H1] ρi)。

根据(6.6)，可得

d tr (Lρt) = tr (−iL [H0, ρt]− iL [H1, ρt] ut + LD (L, ρt)) dt+
√
ηL tr (LH (L, ρt)) dωL

=tr (−i [L,H0] ρt) dt+ tr (−i [H1, ρt]L) utdt+ tr (LD (L, ρt)) dt

+ 2
√
ηL tr

(
L2ρt − L tr (Lρt) ρt

)
dwL

=tr (−i [L,H0] ρt) dt+ tr (−i [H1, ρt]L) utdt+ 2
√
ηL
(
tr
(
L2ρt

)
− tr2 (Lρt)

)
dwL

=tr (−i [L,H0] ρt) dt+ tr (−i [H1, ρt]L) utdt+ 2
√
ηLU (ρt) dwL

(6.9)

与(6.9)相似，可得

d tr
(
L2ρt

)
=tr

(
−i
[
L2, H0

]
ρt
)
dt+ tr

(
−i [H1, ρt]L

2
)
utdt

+ 2
√
ηL
(
tr
(
L3ρt

)
− L2 tr (Lρt) ρt

)
dwL

(6.10)

根据 Itô乘法法则2.2和(6.9)，有

dTr2(Lρt) =2 tr (Lρt) d tr (Lρt) + (d tr (Lρt))
2

=2 tr (Lρt) (tr (−i [L,H0] ρt) dt+ tr (−i [H1, ρt]L) utdt+ 2
√
ηLU (ρt) dwL)

+ (tr (−i [L,H0] ρt) dt+ tr (−i [H1, ρt]L) utdt+ 2
√
ηLU (ρt) dwL)

2

=2 tr (Lρt) tr (−i [L,H0] ρt) dt+ 2 tr (Lρt) tr (−i [H1, ρt]L) utdt

+ 4
√
ηL tr (Lρt)U (ρt) dwL + 4ηLU

2 (ρt) dt

(6.11)
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从(6.10)和(6.11)可推导出

dU (ρt) = tr (−iL [H0, ρt] (L− 2 tr (Lρt) I)) dt+ tr
(
−i [H1, ρt]

(
L2 − 2 tr (Lρt)L

))
utdt

− 4ηLU
2 (ρt) dt+

(
2
√
ηL tr

(
L3ρt − tr (Lρt)L

2ρt
)
− 4

√
ηL tr (Lρt)U (ρt)

)
dwL

(6.12)

使得

LU (ρt) = tr (−iL [H0, ρt] (L− 2 tr (Lρt) I))

+ tr
(
−i [H1, ρt]

(
L2 − 2 tr (Lρt)L

))
ut − 4ηLU

2 (ρt)

(6.13)

为了计算 L tr (ρtρf )，首先从(6.9)推导 d tr (ρtρf )，即

d tr (ρtρf ) = tr (−i [H0, ρt] ρf ) dt+ tr (−i [H1, ρt] ρf ) utdt

+ 2
√
ηL tr ((L− tr (Lρt)) ρtρf ) dwL

从而

L tr (ρtρf ) = tr (−i [H0, ρt] ρf ) + tr (−i [H1, ρt] ρf ) ut (6.14)

根据(6.13)和 (6.14)，可得

Lfe,geVe (ρt) =− L tr (ρtρf ) + cLU (ρt)

= tr
(
−i [H0, ρt]

(
c
(
L2 − 2 tr (Lρt)L

)
− ρf

))
− 4cηU2 (ρt)

+ tr
(
−i [H1, ρt]

(
c
(
L2 − 2 tr (Lρt)L

)
− ρf

))
ut

(6.15)

考虑到 L和 H0是对易的且目标态 ρf 是 L的一个本征态，(6.15)可写为

Lfe,geVe (ρt) = tr
(
−i [H1, ρt]

(
c
(
L2 − 2 tr (Lρt)L

)
− ρf

))
ut − 4cηU2 (ρt) (6.16)

即与(6.6)关联的作用于 Ve (ρt)的无穷小算子为

Lfe,geVe (ρt) = N (ρt) ut − 4cηU2 (ρt) (6.17)

其中，N (ρt) = tr (−i [H1, ρt] (c (L
2 − 2L tr (Lρt))− ρf ))。

如果在 ϕ1中的时滞控制 ue (ρt−τ )满足

ue (ρt−τ ) ≤
U2 (ρt−τ )

Mue

(6.18)
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其中，Mue 是正常数，则我们可得

Lfe,geVe (ρt, ρt−τ ) ≤
MLVe

Mue

U2 (ρt−τ )− 4cηU2 (ρt)

=
MLVe

Mue

U2 (ρt−τ )−
MLVe

Mue

U2 (ρt)−
(
4cη − MLVe

Mue

)
U2 (ρt)

(6.19)

其中，MLVe = max
ρt∈S

|N (ρt)|。令W1 (ρt) =
MLVe

Mue
U2 (ρt)，W2 (ρt) =

(
4cη − MLVe

Mue

)
U2 (ρt)，其中

4cη >
MLVe

Mue
，那么(6.19)可写为

Lfe,geVe (ρt, ρt−τ ) ≤ W1 (ρt−τ )−W1 (ρt)−W2 (ρt) (6.20)

同时，如果时滞控制 ue (ρt−τ )设为零，即

ue (ρt−τ ) = 0 (6.21)

(6.17)能写为

Lfe,geVe (ρt, ρt−τ ) = −4cηU2 (ρt) ≤ −γcηU2 (ρt) (6.22)

其中，0 ≤ γ ≤ 4。令W (ρt) = γcηU2 (ρt)，则(6.22)变为

Lfe,geVe (ρt, ρt−τ ) ≤ −W (ρt) (6.23)

结合(6.18)和(6.21)，可知由于 0 ≤ U2(ρt−τ )
Mue

，零控制 ue (ρt−τ ) = 0可使(6.20)和(6.23)成立，即

Lfe,geVe (ρt, ρt−τ ) ≤ min {−W (ρt) ,W1 (ρt−τ )−W1 (ρt)−W2 (ρt)} , ∀t ≥ 0 (6.24)

满足定理6.1的条件 b)。

另一方面，从(6.6)可得

d tr (Xρt) = tr (Xρt)

= tr (−iX [H0, ρt]− iX [H1, ρt] ut +XD (L, ρt)) dt+Xge (ρt) dωL

=tr (−i [X,H0] ρt) dt+ tr (−i [X,H1] ρt) utdt

+ tr (XD (L, ρt)) dt+ tr (Xge (ρt)) dωL

(6.25)
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从而，与(6.6)关联的作用于 Vc (ρt)的无穷小算子为

Lfe,geVc (ρt) =L tr (Xρt)

= tr (−i [X,H0] ρt) + tr (−i [X,H1] ρt) ut + tr (XD (L, ρt))

= tr (−i [X,H1] ρt) ut + tr (X (−i [H0, ρt] +D (L, ρt)))

= tr (−i [X,H1] ρt) ut + tr (Xfe (ρt))

(6.26)

其中，fe (ρt) = −i [H0, ρt] +D (L, ρt)。

由于状态 ρt在状态空间 S 中演化，对所有的 ρt ∈ S，tr(ρ2t ) ≤ 1，因此 S 是一个紧集，从

而 fe (ρt)是有界的。令 X = [xij]4×4，fe (ρt) = [fij]4×4，其中 i, j ∈ {1, 2, 3, 4}且 xij 和 fij 均

是有界的，则

Xf (ρt) =
4∑

j=1



x1jfj1 x1jfj2 x1jfj3 x1jfj4

x2jfj1 x2jfj2 x2jfj3 x2jfj4

x3jfj1 x3jfj2 x3jfj3 x3jfj4

x4jfj1 x4jfj2 x4jfj3 x4jfj4


(6.27)

由于 xij 和 fij 的有界性并结合(6.27)，可得

tr (Xf (ρt)) =
4∑

i=1

4∑
j=1

xijfji <∞ (6.28)

即 tr (Xfe (ρt))是有界的，因此通过设计X，可使Mmax ≥ max
ρt∈ϕ2

tr (Xfe (ρt))，Mmin ≤ min
ρt∈ϕ2

tr (−i [X,H1] ρt)

且 Mmin > 0。为了设计 X，我们可以先设置一个参数 X 使 tr (Xρ) > 0 成立，然后解方程

−i [X,H1] = X，即 XH1 −H1X = iX，以获得 X。需要注意的是 XH1 −H1X = iX 是一个

Sylvester方程，其可解性已在[116]中被研究而其求解算法已在[117]中呈现，因此本节获得 X 的

方法是可行的。

如果在 ϕ2中的时滞控制 us2 (ρt−τ )满足

us2 (ρt−τ ) ≤
−Mus2 −Mmax

Mmin

(6.29)

120



6.3 基于时滞控制的量子态快速镇定

其中，Mus2 > |Mmax|。将(6.29)代入(6.26)，有

Lfe,geVc (ρt, ρt−τ ) ≤ tr (−i [X,H1] ρt) ·
−Mus2 −Mmax

Mmin

+ tr (Xfe (ρt))

=
tr (−i [X,H1] ρt)

Mmin

· (−Mus2 −Mmax) + tr (Xfe (ρt))

≤ −Mus2 −Mmax + tr (Xfe (ρt))

= −Mus2 −
(
Mmax − tr (Xfe (ρt))

)
(6.30)

令M1 (ρt−τ ) =Mus2，M2 (ρt) =Mmax − tr (Xfe (ρt)), (6.30)可写为

Lfe,geVc (ρt, ρt−τ ) ⩽ −M1 (ρt−τ )−M2 (ρt)

其满足定理6.1的条件 c)。根据定理6.1，ρt可从任意初态收敛到集合Re = {ρt ∈ S : W2 (ρt) =

0}。从(6.7)和子空间的划分可知，Re ∩ ϕ2 = {ρf}，因此 ρt从任意初态收敛到 ρf。

6.3.2 快速镇定 Bell态

对于 Bell态的镇定，考虑文献[83]中的量子系统，即

dρt =(−i [H1, ρt] ut + ΓL1D (L1, ρt) + ΓL1D (L1, ρt)) dt

+
√
ηL1ΓL1H (L1, ρt) dωL1 +

√
ηL2ΓL2H (L2, ρt) dωL2

=fb (ρt) dt+ gb (ρt) dω

dyν,t =
√
ηLνΓLν tr

(
Lνρt + ρtL

†
ν

)
dt+ dωLν , ν = 1, · · · , 2

(6.31)

其中，

fb (ρt) = −i [H1, ρt] ut + ΓL1D (L1, ρt) + ΓL1D (L1, ρt)

gb (ρt) =
[√

ηL1ΓL1H (L1, ρt)
√
ηL2ΓL2H (L2, ρt)

]
且 dω = [dωL1 dωL2 ]

T，对应随机主方程(2.4)中 H0 = 0，q = 1，m = 2的情况。在本节，我们

选择四个 Bell态中的一个作为目标态。

考虑下面的李雅普诺夫函数

Vb (ρt) = 1− tr (ρtρf ) + c (U1 (ρt) + U2 (ρt))
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6.3 基于时滞控制的量子态快速镇定

其中，c是非负常数且

U1 (ρt) = tr
(
L2
1ρt
)
− tr2 (L1ρt)

U2 (ρt) = tr
(
L2
2ρt
)
− tr2 (L2ρt)

(6.32)

与(6.31)关联的作用于 Vb (ρt)的无穷小算子为

Lfb,gbVb (ρt) = (tr (iρf [H1, ρt]) + 2c tr (L1ρt) tr (−iL1 [H1, ρt]) + 2c tr (L2ρt) tr (−iL2 [H1, ρt])) ut

− 4cηL1ΓL1U
2
1 (ρt) + 4cηL2ΓL2U

2
2 (ρt) + 4c (ηL1ΓL1 + ηL2ΓL2)U

2
12 (ρt)

=G (ρt) ut − 4c
(
ηL1ΓL1U

2
1 (ρt) + ηL2ΓL2U

2
2 (ρt) + (ηL1ΓL1 + ηL2ΓL2)U

2
12 (ρt)

)
(6.33)

其中，G (ρt) = tr (iρf [H1, ρt])+2c tr (L1ρt) tr (−iL1 [H1, ρt])+2c tr (L2ρt) tr (−iL2 [H1, ρt])，U12 =

tr (L1ρ) tr (L2ρ)。(6.33)的推导与(6.17)的推导类似，这里不再赘述。

如果 ϕ1中的时滞控制 ub (ρt−τ )满足

ub (ρt−τ ) ≤
U2
1 (ρt−τ )QL1 + U2

2 (ρt−τ )QL2 + U2
12 (ρt−τ ) (QL1 +QL2)

Mub

=
Ut (ρt)

Mub

(6.34)

其中，Mub
> 0且

Ut (ρt) = U2
1 (ρt)QL1 + U2

2 (ρt)QL2 + U2
12 (ρt) (QL1 +QL2) (6.35)

其中，QL1 = ηL1ΓL1，QL2 = ηL2ΓL2，则有

Lfb,gbVb (ρt, ρt−τ ) ≤
MLVb

Mub

(
U2
1 (ρt−τ )QL1 + U2

2 (ρt−τ )QL2 + U2
12 (ρt−τ ) (QL1 +QL2)

)
− 4c

(
U2
1 (ρt)QL1 + U2

2 (ρt)QL2 + U2
12 (ρt) (QL1 +QL2)

)
=
MLVb

Mub

Ut (ρt−τ )− 4cUt (ρt)

=
MLVb

Mub

Ut (ρt−τ )−
MLVb

Mub

Ut (ρt)−
(
4c− MLVb

Mub

)
Ut (ρt)

(6.36)

其中，MLVb
= max

ρt∈S
|G (ρt)|。令 W1 (ρt) =

MLVb

Mub
Ut (ρt)，W2 (ρt) =

(
4c− MLVb

Mub

)
Ut (ρt)，其中

4c >
MLVb

Mub
,则(6.36)可写为

Lfb,gbVb (ρt, ρt−τ ) ≤ W1 (ρt−τ )−W1 (ρt)−W2 (ρt) (6.37)
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6.3 基于时滞控制的量子态快速镇定

同时，如果时滞控制 ub (ρt−τ )设为零，即

ub (ρt−τ ) = 0 (6.38)

则(6.33)可重写为

Lfb,gbVb (ρt, ρt−τ ) = −4c
(
ηL1ΓL1U

2
1 (ρt) + ηL2ΓL2U

2
2 (ρt) + (ηL1ΓL1 + ηL2ΓL2)U

2
12 (ρt)

)
≤ −γc

(
ηL1ΓL1U

2
1 (ρt) + ηL2ΓL2U

2
2 (ρt) + (ηL1ΓL1 + ηL2ΓL2)U

2
12 (ρt)

) (6.39)

其中，0 ≤ γ ≤ 4。令W (ρt) = γc (ηL1ΓL1U
2
1 (ρt) + ηL2ΓL2U

2
2 (ρt) + (ηL1ΓL1 + ηL2ΓL2)U

2
12 (ρt))，

则 (6.39)变为

Lfb,gbVb (ρt, ρt−τ ) ≤ −W (ρt) (6.40)

结合(6.34)和(6.38)，可知由于 0 ≤ Ut(ρt)
Mub
，零控制 ub (ρt−τ ) = 0可使(6.37)和 (6.40)成立，即

Lfb,gbVb (ρt, ρt−τ ) ≤ min {−W (ρt) ,W1 (ρt−τ )−W1 (ρt)−W2 (ρt)} , ∀t ≥ 0

满足定理6.1的条件 b)。

另一方面，从(6.31)可得

d tr (Xρt) = tr (−iX [H1, ρt] ut +X (ΓL1D (L1, ρt) + ΓL2D (L2, ρt))) dt+Xgb (ρt) dω

=tr (−i [X,H1] ρt) utdt+ tr (X (ΓL1D (L1, ρt) + ΓL2D (L2, ρt))) dt

+ tr (Xgb (ρt)) dω

从而

Lfb,gbVc (ρt) =L tr (Xρt)

= tr (−i [X,H1] ρt) ut + tr (X (ΓL1D (L1, ρt) + ΓL2D (L2, ρt)))

= tr (−i [X,H1] ρt) ut + tr (Xfb (ρt))

其中，fb (ρt) = ΓL1D (L1, ρt) + ΓL2D (L2, ρt)。

在 ϕ2中可使

Lfb,gbVc (ρt, ρt−τ ) = tr (−i [X,H1] ρt) ut + tr (Xfb (ρt))

⩽−M1 (ρt−τ )−M2 (ρt)

成立的镇定 Bell态的时滞控制 us2 (ρt−τ )与镇定本征态时类似，因此这里不再重复 us2 (ρt−τ )

的设计。根据定理6.1，ρt 会从任意初态收敛到集合 Rb = {ρt ∈ S : W2 (ρt) = 0}，其中

123



6.4 时滞反馈控制的应用

W2 (ρt) =
(
4c− MLVb

Mub

)
Ut (ρt)。根据(6.32)，(6.35)及子空间的划分，Rb ∩ ϕ2 = {ρf}，即 ρt可

从任意初态收敛到 ρf。

6.4 时滞反馈控制的应用

在本节，我们将在数值实验中利用6.3节中设计的反馈控制分别镇定本征态和 Bell态。应

用[118]中的结果，与随机主方程(2.4)关联的 Kraus形式为

ρt+dt =
MdytρtM

†
dyt

+
∑

ν (1− ηLνΓLν )LνρtL
†
νdt

tr
(
MdytρtM

†
dyt

+
∑

ν (1− ηLνΓLν )LνρtL
†
νdt
) (6.41)

其中，Mdyt = I−
(
i (H0 +

∑
kHkut) +

1
2

∑
ν L

†
νLν

)
dt+

∑
ν

√
ηLνΓLνdyν,tLν。根据(6.6)和(6.41)，

对于镇定本征态的情况，

ρt+dt =
MdytρtM

†
dyt

+ (1− ηL)LρtL
†dt

tr
(
MdytρtM

†
dyt

+ (1− ηL)LρtL†dt
) (6.42)

其中，Mdyt = I −
(
i (H0 +H1ut) +

1
2
L†L

)
dt +

√
ηLdytL。相似地，根据(6.31)和(6.41)，对于

镇定 Bell态的情况，

ρt+dt =
MdytρtM

†
dyt

+
∑

ν (1− ηLνΓLν )LνρtL
†
νdt

tr
(
MdytρtM

†
dyt

+
∑

ν (1− ηLνΓLν )LνρtL
†
νdt
) (6.43)

其中，Mdyt = I−
(
iH1ut +

1
2
L†
1L1 +

1
2
L†
2L2

)
dt+

√
ηL1ΓL1dy1,tL1+

√
ηL2ΓL2dy2,tL2。因此，在

数值仿真中镇定本征态和 Bell态的系统演化分别基于(6.42)和(6.43)进行计算。

6.4.1 本征态的快速镇定

在本小节，镇定的本征态设为 ρf =

1 0

0 0

，而初态设为 ρ0 =

0 0

0 1

。在(6.6)和 Vc中的

参数设为 L =
√
µσz, µ = 1, η = 0.9, H0 = 0, H1 = σy, X =

 0 0

−1 0

 , τ = 0.2，从而

tr (−i [X,H1] ρf ) = −1 < 0

tr (−i [X,H1] ρ0) = 1 > 0

(6.44)
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根据 (6.8)和(6.44)，可将状态空间 S 划分为

ϕ1 = {ρ : tr (−i [X,H1] ρ) < 0.5, ρ ∈ S}

ϕ2 = S \ ϕ1

(6.45)

使 ρf ∈ ϕ1 且 ρ0 ∈ ϕ2。根据(6.6)和(6.28)，tr (Xf (ρt)) = 0。令 Mmax = 0.5，Mus2 = 1 且

Mmin = 0.5，则快速镇定本征态 ρf 的时滞控制为

u (ρt) =

 0, 如果 tr (−i [X,H1] ρt) < 0.5

−Mus2−Mmax

Mmin
, 如果 tr (−i [X,H1] ρt) ≥ 0.5

(6.46)

此为一个类棒棒控制。

时滞控制(6.46)作用下的 5次实验结果如图6.1所示。图6.1中显示，所有距离曲线均趋于

零，因此目标态是可镇定的，且所有的时滞控制均是类棒棒控制，这与理论设计一致。需要注

意的是，由于存在时间延迟，0到 0.2时间内的控制设为零，实际的控制在时间 0.2后才发挥

作用。考虑到随机因素，我们执行了相同参数设定下的 1000次实验，其 ρt到 ρf 距离的平均

0 2 4 6 8 10

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

time(a.u.)

V

(a) 5次实验 ρt 到 ρf 的距离 V = 1− tr (ρtρf )的曲线。

0 2 4 6 8 10

−3

−2

−1

0

time(a.u.)

C
on

tr
ol

τ=0.2

(b) 时滞控制 ut

图 6.1: 镇定本征态的 5次实验结果。

值如图6.2所示，而且应用文献[78]中控制的结果亦在图6.2中呈现。图6.2显示，ρt到 ρf 距离的

平均值趋于零且本节所设计控制镇定本征态的时间少于[78]中控制镇定本征态的时间，显示了

所设计控制的快速性。为了进一步研究控制特性，我们针对不同的 C 分别执行 1000次实验，

从 ρt到 ρf 距离的平均值如图6.3所示，可以看到随着 C 的减小，即随着子空间 ϕ1的收缩，目

标态的镇定时间变短，因此为了更快地镇定本征态，C 应该设置的小一些。
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图 6.2: 1000次实验从 ρt到 ρf 距离的平均值。
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图 6.3: 针对不同 C 的 1000次实验从 ρt到 ρf 的距离平均值.

6.4.2 Bell态的快速镇定

在本节，初态设为 ϕ+，要镇定的目标态设为 Bell态 ϕ−。(6.31)和 Vc中的参数设为 L1 =

σz,1⊗I2−I2⊗σz,2, L2 = σx,1⊗σx,2, τ = 0.2,ΓL1 = ΓL2 = 1, ηL1 = ηL2 = 0.8, H1 = (σz,1 + σx,1)⊗

I2, X =



0 0 −0.5i −i

0 0 0 0.5i

0.5i 0 0 0

i −0.5i 0 0


，从而

− i [X,H1] ρt =

−ρ11 − ρ21 + ρ31 + 2ρ41 ∗ ∗ ∗

∗ −ρ12 + ρ22 − ρ42 ∗ ∗

∗ ∗ ρ13 + ρ33 + ρ43 ∗

∗ ∗ ∗ 2ρ14 − ρ24 + ρ34 − ρ44


使得

tr (−i [X,H1] ρt) = ρ22 + ρ33 − (ρ11 + ρ44) + 2ℜ (ρ13 + ρ34 + 2ρ24 − ρ12 − ρ24)
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因此

tr
(
−i [X,H1]ϕ

−) = −1 < 0

tr (−i [X,H1] ρi) = 1 > 0

(6.47)

其中，ρi ∈ {ϕ+, ψ±}。根据(6.8)和(6.47)，可将状态空间 S 划分为

ϕ1 = {ρ : tr (−i [X,H1] ρ) < 0.9, ρ ∈ S}

ϕ2 = S \ ϕ1

(6.48)

使 ϕ− ∈ ϕ1且 ϕ+, ψ± ∈ ϕ2。根据(6.31)，有

f (ρt) =



ρ44 − ρ11 ρ43 − 3ρ12 ρ42 − 3ρ13 ρ41 − ρ14

ρ34 − 3ρ21 ρ33 − ρ22 ρ32 − 9ρ23 ρ31 − 3ρ24

ρ24 − 3ρ31 ρ23 − 9ρ32 ρ22 − ρ33 ρ21 − 3ρ34

ρ14 − ρ41 ρ13 − 3ρ42 ρ12 − 3ρ43 ρ11 − ρ44


(6.49)

且

tr (Xf (ρt)) = −2ℑ (ρ24 + ρ13 + 2ρ41) (6.50)

基于(6.48)和(6.50)，可取Mmax = 2，Mus2 = 2.5及Mmin = 0.9，则快速镇定 Bell态 ϕ− 的时

滞控制为

ut =

 0, 如果 tr (−i [X,H1] ρt) < 0.9

−Mus2−Mmax

Mmin
, 如果 tr (−i [X,H1] ρt) ≥ 0.9

(6.51)

其也是一个类棒棒控制.

在(6.51)作用下的 5 次实验结果如图6.4所示。1000 次实验从 ρt 到 ρf 的距离平均值如

图6.5所示。与镇定本征态的情况类似，5次实验从 ρt到 ρf 的距离曲线和 1000次实验从 ρt到

ρf 的距离平均值均趋于零，因此所设计的镇定 Bell态的控制律是有效的。同时，根据图6.5(a)，

所设计的控制镇定 Bell态的时间小于[80]中控制镇定 Bell态的时间，显示了本章设计控制的快

速性。从6.5(b)可以看到，随着 C 的减小，镇定目标 Bell的时间逐渐增加，这与镇定本征态

的情况不同。对于镇定 Bell态的情况，非零控制会引起振荡，导致状态收敛减慢。因此，为

了 Bell态的快速镇定，C 应该设置的大一些。

在图6.4中，所有轨迹通过 ϕ1和 ϕ2的边界 1次。当初态为 ρ̂0 = diag (1, 0, 0, 0)，5次实验
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(a) 5次实验 ρt 到 ϕ− 的距离曲线。
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(b) 时滞控制 ut。

图 6.4: 镇定 ϕ−的 5次实验结果。
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(a) 应用(6.51)和[80]中控制的距离平均值对比。
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(b) 不同 C 情况下的距离平均值。

图 6.5: 1000次实验从 ρt到 ϕ−的距离平均值。
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结果如图6.6所示，从中可以看到其中的 3 个轨迹通过边界 2 次而另 2 个轨迹通过边界 0 次，

同时呈现了定理6.1证明中的两种情况。
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图 6.6: 纯态为 ρ̂0时的 5次镇定 ϕ−的实验结果。

6.5 小结

本章基于状态反馈和类李雅普诺夫-拉塞尔定理，分别设计了从任意初始状态快速稳定随

机量子系统本征态和 Bell态的时滞控制。通过将状态空间划分为两个状态子空间，目标态和

其他平衡态分别位于不同的状态子空间，然后由作用于相应状态子空间的控制组成时滞控制，

使系统轨迹只经过两个子空间的边界不超过 2次，从而缩短了镇定时间。数值实验结果也表

明，与相关文献中的已有控制相比，本章设计的时滞控制具有快速性，与理论结果一致。此

外，本章还分析了不同子空间的划分方法，合理的划分方法可以进一步缩短镇定时间。
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第 7章 随机时滞量子系统的指数镇定

第4章研究了随机量子系统的指数镇定，而第6章研究了随机时滞量子系统的快速全局镇

定。在第4章和第6章中，考虑时滞控制时并未对量子态的收敛速度做要求，而考虑指数镇定

时采用的是无时滞反馈控制，因此我们在本章研究随机时滞量子系统的指数镇定，即同时考

虑时滞控制和指数镇定。考虑到状态反馈和噪声辅助反馈均能实现随机非时滞量子系统的指

数稳定，一种自然的指数稳定随机量子系统的时滞反馈设计思路是，保持无时滞状态反馈的

控制形式不变，仅将其中的实时状态替换为时滞状态。那么，必须回答的一个关键问题是，这

样设计的反馈控制能否在延迟时间较小时实现随机时滞量子系统的指数稳定。对于这个问题，

我们将在本章给出肯定答案，即状态反馈和噪声辅助反馈均对小延迟时间具有鲁棒性。

7.1 随机时滞量子系统的数学模型

当时滞状态反馈用于量子自旋-1
2
系统(4.3)时，被控量子系统可用下式描述

dρt =

(
−i
ωeg

2
[σz, ρt] +

M

4
(σzρtσz − ρt)− i

ut−τsf (t)

2
[σy, ρt]

)
dt

+

√
ηM

2
(σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt) dWt

=Θ
(
ρt, ρt−τsf (t)

)
dt+ Ω(ρt) dWt

(7.1)

其中，usf
(
ρt−τsf (t)

)
代表时滞状态反馈，τsf (t)代表状态反馈中的时变延时；

Θ
(
ρt, ρt−τsf (t)

)
= −i

ωeg

2
[σz, ρt] +

M

4
(σzρtσz − ρt)− i

usf
(
ρt−τsf (t)

)
2

[σy, ρt]

Ω (ρt) =

√
ηM

2
(σzρt + ρtσz − 2 tr (ρtσz) ρt)

(7.2)

而当时滞噪声辅助反馈作用于比特系统(4.6)时，即 utdt = unf
(
ρt−τnf (t)

)
dBt，其中 τnf (t)代表

噪声辅助反馈中的时变延时，(4.6)变为

dρt =Γ(σzρtσz − ρt)dt+ u2nf
(
ρt−τnf (t)

)
(σyρtσy − ρt) dt− iunf

(
ρt−τnf (t)

)
[σy, ρt]dBt

+
√
ηΓ (σzρt + ρtσz − 2 tr(ρtσz)ρt) dWt

=Λ
(
ρt, ρt−τnf (t)

)
dt+ Ξ

(
ρt, ρt−τnf (t)

)
dBt +Υ(ρt) dWt

(7.3)



7.1 随机时滞量子系统的数学模型

其中，

Λ
(
ρt, ρt−τnf (t)

)
= Γ(σzρtσz − ρt) + u2nf

(
ρt−τnf (t)

)
(σyρtσy − ρt)

Ξ
(
ρt, ρt−τnf (t)

)
= −iunf

(
ρt−τnf (t)

)
[σy, ρt]

Υ (ρt) =
√
ηΓ (σzρt + ρtσz − 2 tr(ρtσz)ρt)

(7.4)

量子随机主方程(4.3)和(4.6)分别对应随机微分方程

dyt = fsf (yt, t) dt+ hsf (yt, t) dWt (7.5)

和

dyt = fnf (yt, t) dt+ gnf (yt, t) dBt + hnf (yt, t) dWt (7.6)

它们均属于下面所示的随机微分方程的特例：

dyt = f (yt, t) dt+ g (yt, t) dBt + h (yt, t) dWt (7.7)

其中，f : Rn × R+ → Rn，g, h : Rn × R+ → Rn×r；Bt 和 Wt 是定义在经典完备概率空间

(Ω,F , {Ft}t≥0,P)中的 r维相互独立的标准维纳过程。因此，为了统一性，我们在本章重点关

注(7.7)而非(7.5)和 (7.6)。随机微分方程(7.7)对应的随机时滞微分方程可以写为

dxt =f
(
xt, xt−τ1(t), t

)
dt+ g

(
xt, xt−τ2(t), t

)
dBt + h

(
xt, xt−τ3(t), t

)
dWt

(7.8)

其中，τ1(t)，τ2(t) 和 τ3(t) 代表时变延时；初态为 xt0+u = ξu, u ∈ [−τ, 0]，t0 ≥ 0，ξu ∈

L2
Ft0

(Ω; C ([−τ, 0];Rn))且 Xt0 = sup
−τ≤u≤0

|ξu|。

本章的研究目标是获得随机时滞量子系统的指数镇定，即分别为量子自旋-1
2
系统和比特

系统(4.6)设计时滞状态反馈和时滞噪声辅助反馈，指数地驱动量子随机时滞主方程(7.1)和(7.3)在

状态空间 S中从任意初态 ρ0到期望的目标态 ρf。为了保证指数镇定问题的可解性，对量子自

旋-1
2
系统和比特系统，目标态均选为测量算符的本征态。

考虑到状态反馈和噪声辅助反馈均已用于获得随机非时滞量子系统的指数稳定，在设计

时滞反馈时，我们采用与已有非时滞反馈相同的控制形式，包括状态反馈和噪声辅助反馈，并

用时滞状态替换实时状态，即在反馈控制中用 ρt(t) 替换 ρt−τ(t)。对于以这种方式设计的时滞

反馈能否实现随机时滞量子系统指数稳定的问题，当时变延时 τ (t)以一个正数 τ ∗ 为上界且

被控量子系统满足 Lipschitz条件和线性增长条件时，我们将给出一个肯定答案。接下来，我
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7.2 随机时滞微分方程的指数镇定

们将首先针对一般随机时滞微分方程(7.8)考虑这个问题，然后将得到的一般性结果应用于随

机时滞主方程(7.1)和(7.3)，具体技术细节将分别在7.2节和7.3节中呈现。

7.2 随机时滞微分方程的指数镇定

在描述主要结果之前，首先对一般随机时滞微分方程(7.8)设定三个假设。

假设 7.1 (Lipschitz条件) f，g 和 h是布尔可测的且存在 3个非负常数 K1，K2 和 K3 使得对

所有的 x, x̄, y, ȳ ∈ Rn和 t ≥ 0

|f(x, y, t)− f(x̄, ȳ, t)| ≤ K1(|x− x̄|+ |y − ȳ|)

|g(x, y, t)− g(x̄, ȳ, t)| ≤ K2(|x− x̄|+ |y − ȳ|)

|h(x, y, t)− h(x̄, ȳ, t)| ≤ K3(|x− x̄|+ |y − ȳ|)

(7.9)

假设 7.2 (线性增长条件)存在 3个非负常数 C1，C2和 C3使得对所有的 x, y ∈ Rn和 t ≥ 0

|f(x, y, t)| ≤ C1 (|x|+ |y|)

|g(x, y, t)| ≤ C2 (|x|+ |y|)

|h(x, y, t)| ≤ C3 (|x|+ |y|)

(7.10)

注 7.1令 C̃1 =
√
2C1，由于 (|x|+ |y|)2 ≤ 2 (|x|2 + |y|2)，因此(7.10)可用下式替换

|f(x, y, t)|2 ≤ C̃2
1

(
|x|2 + |y|2

)
|g(x, y, t)|2 ≤ C̃2

2

(
|x|2 + |y|2

)
|h(x, y, t)|2 ≤ C̃2

3

(
|x|2 + |y|2

)
假设 7.3 初态为 yt0 = y0的随机非时滞微分方程(7.7)，其中 t0 ≥ 0且 y0 ∈ L2

Ft0
(Ω;Rn)，满足

E |yt|p ≤ Me−r(t−t0)E |y0|p (7.11)

其中，∀t ≥ t0，M > 0，r > 0，0 < p < 1。

基于假设7.1，7.2和7.3，可有定理 7.1。

定理 7.1
令假设7.1，7.2和7.3成立，则对 L2

Ft0
(Ω; C ([−τ, 0];Rn))中对任意初态，当 τ < τ ∗时，随

机时滞微分方程(7.8)的解满足 lim sup
t→∞

1
t
log |xt| < 0，其中 τ ∗ > 0是方程H (τ, p, t, T ) = 1
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7.2 随机时滞微分方程的指数镇定

♡

的唯一解，其中

H (τ, p, t, T ) =ϵe(2C1+2C2
2+2C2

3)pτ + 2pH1(τ, p, τ + T ) + 4pH2(τ, p, t0 + τ + T ) (7.12)

式中 ϵ ∈ (0, 1)，T = 1
r
log
(

22.5pM
ϵ

)
且

H1(τ, p, t) =
(
12τ

(
τC2

1 + 4C2
2 + 4C2

3

)
e4t(C1+C2

2+C2
3)
(
1 + e4τ(C1+C2

2+C2
3)
)) p

2 (7.13a)

H2(τ, p, t) =

(
12τ (τC2

1 + C2
2 + C2

3) (K1 + 2K2
2 + 2K2

3)

C1 + C2
2 + C2

3

e(5K1+6K2
2+6K2

3+4C1+4C2
2+4C2

3)(t−t0)

) p
2

(7.13b)

证明 证明分为 3步：

第 1步: 给出随机时滞微分方程(7.8)解的 p阶矩估计，其中 p ∈ (0, 1)，即

E |xt|p ≤
(
2e4(C1+C2

2+C2
3)(t−t0)

) p
2 X p

t0

和

E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|p
)

≤ H1 (τ, p, t− t0)X p
t0

第 2步: 估计随机微分方程(7.7)和随机时滞微分方程(7.8)解的 p阶矩之差，即

E|xt − yt|2 ≤ H2(τ, 2, t)X 2
t0

第 3步: 借助第 1步和第 2步中的估计，证明定理7.1的主要结果。

第 1步。根据 Itô公式2.1和随机时滞微分方程(7.8)，对 t ≥ t0易得

E |xt|2 = |xt0 |
2 + 2E

∫ t

t0

xsf
(
xs, xs−τ1(s), s

)
ds

+ E
∫ t

t0

g2
(
xs, xs−τ2(s), s

)
+ h2

(
xs, xs−τ3(s), s

)
ds

(7.14)

根据假设7.2，(7.14)变为

E |xt|2 ≤ |xt0 |
2 +

(
3C1 + 2C2

2 + 2C2
3

)
E
∫ t

t0

|xs|2 ds+ C1E
∫ t

t0

∣∣xs−τ1(s)

∣∣2 ds
+ 2C2

2E
∫ t

t0

∣∣xs−τ2(s)

∣∣2 ds+ 2C2
3E
∫ t

t0

∣∣xs−τ3(s)

∣∣2 ds
≤ |xt0 |

2 + 4
(
C1 + C2

2 + C2
3

) ∫ t

t0

sup
t0−τ≤u≤s

E |xu|2 ds

(7.15)
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由于(7.15)右手边随时间 t的增长性，有

sup
t0−τ≤u≤s

E |xu|2 ≤ X 2
t0
+ sup

t0≤u≤t
E|xu|2

≤ 2 |xt0 |
2 + 4

(
C1 + C2

2 + C2
3

) ∫ t

t0

sup
t0−τ≤u≤s

E |xu|2 ds
(7.16)

分别基于 Gronwall不等式和 Hölder不等式，可得

sup
t0−τ≤u≤s

E |xu|2 ≤ 2e4(C1+C2
2+C2

3)(t−t0)X 2
t0

(7.17)

和

E |xt|p ≤
(
2e4(C1+C2

2+C2
3)(t−t0)

) p
2 X p

t0 (7.18)

从而获得了 E |xt|p的估计。

下面，我们估计 E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|p
)
。随机时滞微分方程(7.8)的积分形式为

xt =xt0 +

∫ t

t0

f
(
xs, xs−τ1(s), s

)
ds+

∫ t

t0

g
(
xs, xs−τ2(s), s

)
dBs

+

∫ t

t0

h
(
xs, xs−τ3(s), s

)
dWs

(7.19)

从而

xt+u − xt =

∫ t+u

t

f
(
xs, xs−τ1(s), s

)
ds+

∫ t+u

t

g
(
xs, xs−τ2(s), s

)
dBs

+

∫ t+u

t

h
(
xs, xs−τ3(s), s

)
dWs

(7.20)

因此，通过应用 |a+ b+ c|2 ≤ 3 |a|2 + 3 |b|2 + 3 |c|2，可得

|xt+u − xt|2 ≤3

∣∣∣∣∫ t+u

t

f
(
xs, xs−τ1(s), s

)
ds

∣∣∣∣2 + 3

∣∣∣∣∫ t+u

t

g
(
xs, xs−τ2(s), s

)
dBs

∣∣∣∣2
+ 3

∣∣∣∣∫ t+u

t

h
(
xs, xs−τ3(s), s

)
dWs

∣∣∣∣2
(7.21)

基于 Itô等距和(7.21)，进一步可得

E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|2
)

≤3E

(
sup

0≤u≤τ

∣∣∣∣∫ t+u

t

f
(
xs, xs−τ1(s), s

)
ds

∣∣∣∣2
)

+ 3E
(

sup
0≤u≤τ

∫ t+u

t

∣∣g (xs, xs−τ2(s), s
)∣∣2 ds)

+ 3E
(

sup
0≤u≤τ

∫ t+u

t

∣∣h (xs, xs−τ3(s), s
)∣∣2 ds)

(7.22)
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利用 Doob鞅不等式和 Cauchy-Schwarz不等式，有

E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|2
)

≤3τE
∫ t+τ

t

∣∣f (xs, xs−τ1(s), s
)∣∣2 ds+ 12E

∫ t+τ

t

∣∣g (xs, xs−τ2(s), s
)∣∣2 ds

+ 12E
∫ t+τ

t

∣∣h (xs, xs−τ3(s), s
)∣∣2 ds

(7.23)

根据假设7.2和(7.23)，可得

E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|2
)

≤12τ
(
τC2

1 + 4C2
2 + 4C2

3

)
e4(C1+C2

2+C2
3)(t−t0)

(
1 + e4τ(C1+C2

2+C2
3)
)
X 2

t0

=H1 (τ, 2, t− t0)X 2
t0

再应用 Hölder不等式，即能得到

E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|p
)

≤ H1 (τ, p, t− t0)X p
t0 (7.24)

这样，我们就分别得到了如(7.18)和(7.24)所示的 E |xt|p和 E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|p
)
的估计。

第 2步。在这一步中估计 xt和 yt之间的 p阶矩的差异。当 t ≥ t0 + τ，使用 Itô公式可得

E|xt − yt|2 =E
(
|xt0 − yt0 |2 + 2

∫ t

t0

(xs − ys)
(
f
(
xs, xs−τ1(s), s

)
− f (ys, ys, s)

)
ds

+

∫ t

t0

∣∣g (xs, xs−τ2(s), s
)
− g (ys, ys, s)

∣∣2 ds
+

∫ t

t0

∣∣h (xs, xs−τ3(s), s
)
− h (ys, ys, s)

∣∣2 ds)
(7.25)

根据假设7.1，(7.25)变为

E|xt − yt|2 ≤ E
(
2K1

∫ t

t0

|xs − ys|2 + |xs − ys|
∣∣∣xs−τ1(s) − ys

∣∣∣ ds+ 2K2
2

∫ t

t0

|xs − ys|2

+
∣∣∣xs−τ2(s) − ys

∣∣∣2 ds+ 2K2
3

∫ t

t0

|xs − ys|2 +
∣∣∣xs−τ3(s) − ys

∣∣∣2 ds)
≤ E

((
5K1 + 6K2

2 + 6K2
3

) ∫ t

t0

|xs − ys|2ds+ 2K1

∫ t

t0

∣∣∣xs − xs−τ1(s)

∣∣∣ ds
+4K2

2

∫ t

t0

∣∣∣xs − xs−τ2(s)

∣∣∣2 ds+ 4K2
3

∫ t

t0

∣∣∣xs − xs−τ3(s)

∣∣∣2 ds)
(7.26)
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考虑到对 i = 1, 2, 3，

E
∣∣∣xs − xs−τi(s)

∣∣∣2 ≤ E

3

∣∣∣∣∣
∫ s

s−τi(s)

f
(
xu, xu−τ1(u), u

)
du

∣∣∣∣∣
2

+ 3

∣∣∣∣∣
∫ s

s−τi(s)

g
(
xu, xu−τ2(u), u

)
dBu

∣∣∣∣∣
2

+3

∣∣∣∣∣
∫ s

s−τi(s)

h
(
xu, xu−τ3(u), u

)
dWu

∣∣∣∣∣
2


≤ 6
(
τC2

1 + C2
2 + C2

3

) ∫ s

s−τi(s)

E|xu|2du+ 6τC2
1

∫ s

s−τi(s)

E
∣∣xu−τ1(u)

∣∣2 du
+ 6C2

2

∫ s

s−τi(s)

E
∣∣xu−τ2(u)

∣∣2 du+ 6C2
3

∫ s

s−τi(s)

E
∣∣xu−τ3(u)

∣∣2 du
≤ 12

(
τC2

1 + C2
2 + C2

3

) ∫ s

s−τi(s)

2e4(C1+C2
2+C2

3)(s−t0)X 2
t0
du

≤ 24τ
(
τC2

1 + C2
2 + C2

3

)
e4(C1+C2

2+C2
3)(s−t0)X 2

t0

根据 Gronwall不等式，(7.26)可变为

E|xt − yt|2 ≤ e(5K1+6K2
2+6K2

3)(t−t0)
(
2K1 + 4K2

2 + 4K2
3

)
×
∫ t

t0

24τ
(
τC2

1 + C2
2 + C2

3

)
e4(C1+C2

2+C2
3)(s−t0)X 2

t0
ds

≤ 12τ (τC2
1 + C2

2 + C2
3) (K1 + 2K2

2 + 2K2
3)

C1 + C2
2 + C2

3

X 2
t0
e(5K1+6K2

2+6K2
3+4C1+4C2

2+4C2
3)(t−t0)

= H2(τ, 2, t)X 2
t0

(7.27)

应用 Hölder不等式，(7.27)意味着

E|xt − yt|p ≤ H2(τ, p, t)X p
t0 (7.28)

此即为随机微分方程(7.7)和随机时滞微分方程(7.8)的解在 p阶矩上的差异估计。第 2步证明

完成。

第 3步。在这一步中，在第 1步和第 2步估计的帮助下，我们将证明当 τ < τ ∗时，随机

时滞微分方程(7.8)的解满足 lim sup
t→∞

1
t
log |xt| < 0，其中 τ ∗是方程H (τ, p, t, T ) = 1的根。应用

不等式 (a+ b)p ≤ 2p (ap + bp)，有

E |xt0+τ+T |p ≤ 2pE |yt0+τ+T |p + 2pE |xt0+τ+T − yt0+τ+T |p (7.29)
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将(7.11)和(7.27)代入(7.29)并使用(7.18)，则(7.29)变为

E |xt0+τ+T |p ≤ 2pMe−rTE |xt0+τ |p + 2pH2(τ, p, t0 + τ + T )X p
t0

≤ 2pMe−rT
(
2e4(C1+C2

2+C2
3)τ
) p

2 X p
t0 + 2pH2(τ, p, t0 + τ + T )X p

t0

(7.30)

从(7.24)和(7.30)可得

E |xt0+2τ+T |p ≤2pE |xt0+τ+T |p + 2pE
(

sup
0≤u≤τ

|xt0+τ+T − xt0+τ+T+u|p
)

≤2pE |xt0+τ+T |p + 2pH1(τ, p, τ + T )X p
t0

≤4pMe−rT
(
2e4(C1+C2

2+C2
3)τ
) p

2 X p
t0 + 4pH2(τ, p, t0 + τ + T )X p

t0

+ 2pH1(τ, p, τ + T )X p
t0

=
(
ϵe(2C1+2C2

2+2C2
3)pτ + 2pH1(τ, p, τ + T ) + 4pH2(τ, p, t0 + τ + T )

)
X p

t0

=H (τ, p, t, T )X p
t0

(7.31)

根据(7.12)，当 τ < τ ∗时，H (τ, p, t, T ) < 1，从而对一些 ν > 0，H (τ, p, t, T ) = e−ν(2τ+T )。因

此，(7.31)可以写为 E |xt0+2τ+T |p ≤ e−ν(2τ+T )X p
t0。

另一方面，根据(7.8)的积分形式(7.19)、Itô等距，Doob鞅不等式，Cauchy-Schwarz不等

式和假设7.2，可得

E
(

sup
t0≤u≤t

|xu|2
)

≤ 4X 2
t0
+ 4 (t− t0)E

∫ t

t0

C̃2
1

(
|xs|2 +

∣∣xs−τ1(s)

∣∣2) ds
+ 16E

∫ t

t0

C̃2
2

(
|xs|2 +

∣∣xs−τ2(s)

∣∣2) ds+ 16E
∫ t

t0

C̃2
3

(
|xs|2 +

∣∣xs−τ3(s)

∣∣2) ds
≤
(
4 +

8 (t− t0)C
2
1 + 32C2

2 + 32C2
3

C1 + C2
2 + C2

3

e4(C1+C2
2+C2

3)(t−t0)

)
X 2

t0

(7.32)

从而

E
(

sup
t0≤u≤t

|xu|p
)

≤
(
4 +

8 (t− t0)C
2
1 + 32C2

2 + 32C2
3

C1 + C2
2 + C2

3

e4(C1+C2
2+C2

3)(t−t0)

) p
2

X p
t0

(7.33)

因此，当 t ≥ t0 + 2τ + T 时，通过与文献[119]中相似的讨论可得

E

(
sup

t0+k(2τ+T )≤t≤t0+(k+1)(2τ+T )

|xt|p
)

≤ Ce−kν(2τ+T )X p
t0

且对 k = 0, 1, 2, · · ·，

P

(
sup

t0+k(2τ+T )≤t≤t0+(k+1)(2τ+T )

|xt|p ≥ e−
k
2
ν(2τ+T )

)
≤ Ce−0.5kν(2τ+T )X p

t0 (7.34)
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其中

C = 4

(
1 +

2(2τ + T )C2
1 + 8C2

2 + 8C2
3

C1 + C2
2 + C2

3

e4(C1+C2
2+C2

3)(2τ+T )

) p
2

(7.35)

根据(7.34)和 Borel–Cantelli引理[120]，可得对 ∀k ≥ k0(ω), ω ∈ Ω，

sup
t0+k(2τ+T )≤t≤t0+(k+1)(2τ+T )

|xt|p < e−
k
2
ν(2τ+T )

即 lim sup
t→∞

1
t
log(|xt,ω|) ≤ − ν

2p
。证毕。

注 7.2 与文献[119]中对随机微分方程相比，我们在随机微分方程(7.7)中增加了另一个耗散项

g (yt, t) dBt以覆盖噪声辅助反馈作用下随机量子系统的动力学模型。此外，文献
[119]中随机微

分方程的系统部分和控制部分是解耦的，而随机主方程中这两部分是耦合的，导致随机微分

方程(7.7)中的确定项 f (yt, t) 和随机项 h (yt, t) 在文献
[119]的随机时滞微分方程中分别变成了

f
(
xt−τ1(t), t

)
和 h

(
xt−τ2(t), t

)
，而在随机时滞微分方程(7.8)中则分别变成了 f

(
xt, xt−τ1(t), t

)
和

h
(
xt, xt−τ1(t), t

)
。因此，我们在定理7.1的证明中突出了增加的耗散项和系统部分与控制部分

耦合导致的证明不同，而省略了相同之处。

7.3 基于时滞反馈的随机量子系统指数镇定

在本节，我们将定理7.1应用于随机时滞量子系统的指数镇定。考虑到状态反馈和噪声辅

助反馈均可指数镇定两能级量子系统的本征态，因此我们分两小节讨论定理7.1的应用。

7.3.1 基于时滞状态反馈的随机量子系统指数镇定

随机时滞主方程(7.1)对应随机时滞微分方程

dxt = fsf
(
xt, xt−τsf (t), t

)
dt+ hsf (xt, t) dWt (7.36)

此为随机时滞微分方程(7.8)中 g (xt, t) = 0和 τ3 (t) = 0的情况。对(7.36)，根据定理7.1，可有

定理7.2。
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定理 7.2

♡

对随机时滞微分方程(7.36)，如果

|fsf(x, y, t)− fsf(x̄, ȳ, t)| ≤ K1sf (|x− x̄|+ |y − ȳ|)

|hsf(x, t)− hsf(y, t)| ≤ K3sf |x− y|
(7.37a)

|fsf(x, y, t)| ≤ C1sf (|x|+ |y|)

|hsf(x, t)| ≤ C3sf |x|
(7.37b)

而(7.36)对应的非时滞情况 dyt = fsf (yt, t) dt + hsf (yt, t) dWt 满足 E |yt|p ≤

Me−r(t−t0)E |y0|p，其中 ∀t ≥ t0，M > 0，r > 0且 0 < p < 1，则对在L2
Ft0

(Ω; C ([−τ, 0]Rn))

中的任意初态，当 τsf (t) < τ ∗sf 时，随机时滞微分方程(7.36)的解满足 lim sup
t→∞

1
t
log |xt| < 0，

其中 τ ∗sf > 0是方程Hsf (τ, p, t, T ) = 1的唯一解，其中

Hsf (τ, p, t, T ) =ϵe
(2C1sf

+0.5C2
3sf
)pτ + 2pHsf

1 (τ, p, τ + T ) + 4pHsf
2 (τ, p, t0 + τ + T ) (7.38)

式中 ϵ ∈ (0, 1)，T = 1
r
log
(

22.5pM
ϵ

)
且

Hsf
1 (τ, p, t) =

(
4τe(4C1sf

+C2
3sf
)t
(√

2τC1sf + 4C2
3sf

+ 2τC2
1sf
e(4C1sf

+C2
3sf
)τ
)) p

2 (7.39a)

Hsf
2 (τ, p, t) =

(
8K1sfτ

(
4τC2

1sf
+ C2

3sf

)
4C1sf + C2

3sf

e(5K1sf
+K2

3sf
+4C1sf

+C2
3sf
)(t−t0)

) p
2

(7.39b)

证明 本定理证明的主体部分与定理7.1的证明类似，因此我们在这里主要呈现不同之处。

根据对(7.15)-(7.18)的相似讨论，易知对随机时滞微分方程(7.36)

E |xt|p ≤
(
2e(4C1sf

+C2
3sf
)(t−t0)

) p
2 X p

t0 (7.40)

与(7.20)类似，有

xt+u − xt =

∫ t+u

t

fsf
(
xs, xs−τ(s), s

)
ds+

∫ t+u

t

hsf (xs, s) dWs

因此

|xt+u − xt|2 ≤ 2

∣∣∣∣∫ t+u

t

fsf
(
xs, xs−τ1(s), s

)
ds

∣∣∣∣2 + 2

∫ t+u

t

|hsf (xs, s)|2 ds
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从而通过应用 Itô等距，Doob鞅不等式，Cauchy-Schwarz不等式并基于(7.37b)可得

E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|2
)

≤4τe(4C1sf
+C2

3sf
)(t−t0)

(√
2τC1sf + 4C2

3sf
+ 2τC2

1sf
e(4C1sf

+C2
3sf
)τ
)
X 2

t0

=Hsf
1 (τ, 2, t− t0)X 2

t0

(7.41)

根据 Hölder不等式，(7.41)意味着

E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|p
)

≤ Hsf
1 (τ, p, t− t0)X p

t0

另一方面，根据(7.37b)、(7.36)的积分形式及(7.37b)，有

E
(

sup
t0≤u≤t

|xu|2
)

≤ 3X 2
t0
+ 3 (t− t0)E

∫ t

t0

∣∣fsf (xs, xs−τsf (s), s
)∣∣2 ds+ 12E

∫ t

t0

|hsf (xs, s)|2 ds

≤
(
3 +

24 (t− t0)C
2
1sf

+ 24C2
3sf

4C1sf + C2
3sf

e(4C1sf
+C2

3sf
)(t−t0)

)
X 2

t0

(7.42)

此外，通过与定理7.1证明中相似的推导并基于(7.37a)和

E|xs − xs−τsf(s) |
2 ≤ 4τ

(
4τC2

1sf
+ C2

3sf

)
e(4C1sf

+C2
3sf
)(s−t0)X 2

t0

可得

E|xt − yt|2 ≤
8K1sfτ

(
4τC2

1sf
+ C2

3sf

)
4C1sf + C2

3sf

e(5K1sf
+K2

3sf
+4C1sf

+C2
3sf
)(t−t0)X 2

t0

=Hsf
2 (τ, 2, t)X 2

t0

(7.43)

证明的其余部分与定理7.1的证明类似，因此我们可以通过用Hsf (τ, p, t, T )和

Csf = 3

(
1 +

8(2τ + T )C2
1sf

+ 8C2
3sf

4C1sf + C2
3sf

e(4C1sf
+C2

3sf
)(2τ+T )

) p
2

(7.44)

分别替换H (τ, p, t, T )和(7.35)来完成本定理的证明。

对于量子自旋-1
2
系统(4.3)，连续状态反馈(4.30)可在状态子空间 Dλ = {ρ ∈ S : 0 <

λ < tr (ρρf ) ≤ 1} 中指数镇定本征态，即使 EV (ρt) ≤ V (ρ0) e
−rsf (t−t0) 在 Dλ 成立，其中

V (ρt) =
√

1− tr (ρtρf )。根据定理7.2和状态反馈(4.30)，对随机时滞主方程(7.1)可有定理7.3。

定理 7.3
对随机时滞主方程(7.1)，当 τsf (t) < τ ∗sf 时，时滞状态反馈

usf
(
ρt−τsf (t)

)
=αV β

(
ρt−τsf (t)

)
− γ tr

(
i
[
σy, ρt−τsf (t)

]
ρf
)

=α
(
1− tr

(
ρt−τsf (t)ρf

))β
2 − γ tr

(
i
[
σy, ρt−τsf (t)

]
ρf
) (7.45)
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♡

可以在 Dλ 中指数镇定 ρf，其中 τ ∗sf > 0 是方程 Hsf (τ, p, t, T ) = 1 的唯一解，T =

1
rsf

log
(

22.5pMsf

ϵ

)
且

C1sf ≥ max

{√
u2msf +

3

4
M2 + 2ω2

eg,

√
3ω2

eg +
M2

2
,
√
3umsf

}

C3sf ≥
√

5ηM

K1sf ≥ max

{√
2u2msf +M2 + 2ω2

eg,

√
4ω2

eg +
M2

2
, 2umsf ,

3

2
αβ, 6γ

}

K3sf ≥
√
23ηM

(7.46)

其中，Msf =
(

κ3

κ1

)p
，式中 0 < κ1 ≤

√
2
2
，κ3 ≥ κ2√

|ρ0−ρf |
，κ2 ≥

√√
2
2
且 umsf = max

ρt∈S
|usf (ρt) |。

证明 证明中目标本征态 ρf 设为 ρg，由于相似性，目标态为 ρe 的情况此处不再赘述。首先，

我们证明时滞状态反馈(7.45)作用下的随机时滞主方程(7.1)满足如下条件∣∣Θ (ρ̃t1 , ρ̃t1−τsf (t1)

)
−Θ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τsf (t2)

)∣∣ ≤ K1sf |ρ̃t1 − ρ̃t2 |

|Ω (ρ̃t1)− Ω (ρ̃t2)| ≤ K3sf |ρ̃t1 − ρ̃t2 |∣∣Θ (ρ̃t, ρ̃t−τsf (t)

)∣∣ ≤ C1sf

(
|ρ̃t|+

∣∣ρ̃t−τsf (t)

∣∣)
|Ω (ρ̃t)| ≤ C3sf |ρ̃t|

(7.47)

其中，ρ̃t = ρt − ρf；τsf (t1)和 τsf (t2)分别代表在 t1和 t2的延迟时间。根据(4.2)，令

ρ̃t = ρt − ρf =
1

2

 zt − 1 xt − iyt

xt + iyt 1− zt

 (7.48)

则当 ρt = ρf 时，ρ̃t = 0。将(7.48)代入(7.2)，可得

Θ
(
ρ̃t, ρ̃t−τsf (t)

)
=

 −usf(ρ̃t−τsf (t))
2

xt RΘ − IΘi

RΘ + IΘi
usf(ρ̃t−τsf (t))

2
xt

 (7.49a)

Ω (ρ̃t) =

√
ηM

2

 (zt − 1) (2− zt) (1− zt) (xt − iyt)

(1− zt) (xt + iyt) (zt − 1) zt

 (7.49b)
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其中，RΘ = −ωeg

2
yt − M

4
xt +

usf(ρ̃t−τsf (t))
2

(zt − 1)且 IΘ = ωeg

2
xt − M

4
yt。基于(7.49)，可有

∣∣Θ (ρ̃t, ρ̃t−τsf (t)

)∣∣ =
√
u2sf
(
ρ̃t−τsf (t)

)
2

x2t + 2R2
Θ + 2I2

Θ (7.50)

和

|Ω (ρ̃t) | =
√
2ηM

2

√
(1− zt)

2 (2− 2zt + x2t + y2t + z2t ) (7.51)

由于 R2
Θ ≤ 3

4
ω2
egy

2
t +

3
16
M2x2t +

3
4
u2sf
(
ρ̃t−τsf (t)

)
(1− zt)

2和 I2
Θ ≤ ω2

eg

2
x2t +

M2

8
y2t，从(7.50)可得∣∣Θ (ρ̃t, ρ̃t−τsf (t)

)∣∣ ≤((u2sf (ρ̃t−τsf (t)

)
2

+
3

8
M2 + ω2

eg

)
x2t +

(
3

2
ω2
eg +

M2

4

)
y2t

+
3

2
u2sf
(
ρ̃t−τsf (t)

)
(1− zt)

2

) 1
2

而由于 2− 2zt ≤ 4和 x2t + y2t + z2t ≤ 1，从(7.51)可得 |Ω (ρ̃t) | ≤
√
10ηM
2

(1− zt)。另一方面，

|ρ̃t| =
√
2

2

√
x2t + y2t + (1− zt)

2 (7.52)

因此，当 C1sf 和 C3sf 满足(7.46)中的条件时，|Θ
(
ρ̃t, ρ̃t−τsf (t)

)
| ≤ C1sf |ρ̃t| ≤ C1sf

(
|ρ̃t|+ |ρ̃t−τsf (t)|

)
且 |Ω (ρ̃t) | ≤ C3sf |ρ̃t|。

根据(7.49a)，可有

Θ
(
ρ̃t1 , ρ̃t1−τsf (t1)

)
−Θ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τsf (t2)

)
= usf(ρ̃t2−τsf (t2))

2
xt2 −

usf(ρ̃t1−τsf (t1))
2

xt1
(
RΘt1

−RΘt2

)
−
(
IΘt1

− IΘt2

)
i(

RΘt1
−RΘt2

)
+
(
IΘt1

− IΘt2

)
i

usf(ρ̃t1−τsf (t1))
2

xt1 −
usf(ρ̃t2−τsf (t2))

2
xt2

 (7.53)

从而∣∣Θ (ρ̃t1 , ρ̃t1−τsf (t1)

)
−Θ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τsf (t2)

)∣∣ = (1

2

(
usf
(
ρ̃t2−τsf (t2)

)
xt2 − usf

(
ρ̃t1−τsf (t1)

)
xt1
)2

+2
(
RΘt1

−RΘt2

)2
+ 2

(
IΘt1

− IΘt2

)2) 1
2

(7.54)

由于

RΘt1
−RΘt2

=
ωeg

2
(yt2 − yt1) +

M

4
(xt2 − xt1) +

usf
(
ρ̃t1−τsf (t1)

)
2

(zt1 − zt2)

+

(
usf
(
ρ̃t2−τsf (t2)

)
2

−
usf
(
ρ̃t1−τsf (t1)

)
2

)
(zt2 − 1)

(7.55)

和

IΘt1
− IΘt2

=
ωeg

2
(xt1 − xt2) +

M

4
(yt2 − yt1) (7.56)
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应用 |a+ b|2 ≤ 2
(
|a|2 + |b|2

)
可得(

RΘt1
−RΘt2

)2 ≤ ω2
eg (yt1 − yt2)

2 +
M2

4
(xt1 − xt2)

2 + 4
(
usf
(
ρ̃t1−τsf (t1)

)
− usf

(
ρ̃t2−τsf (t2)

))2
+ u2msf (zt1 − zt2)

2

(
IΘt1

− IΘt2

)2 ≤ ω2
eg

2
(xt1 − xt2)

2 +
M2

8
(yt1 − yt2)

2

(7.57)

将(7.57)代入 (7.54)，可得∣∣Θ (ρ̃t1 , ρ̃t1−τsf (t1)

)
−Θ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τsf (t2)

)∣∣ ≤((
u2msf +

M2

2
+ ω2

eg

)
(xt1 − xt2)

2 +

(
2ω2

eg +
M2

4

)
(yt1 − yt2)

2

+2u2msf (zt1 − zt2)
2 + 9

(
usf
(
ρ̃t1−τsf (t1)

)
− usf

(
ρ̃t2−τsf (t2)

))2) 1
2

(7.58)

考虑到 usf
(
ρ̃t−τsf (t)

)
= α

(
1−zt−τsf (t)

2

)β
2 − γxt，有

usf
(
ρ̃t1−τsf (t)

)
− usf

(
ρ̃t2−τsf (t)

)
=α

((
1− zt1−τsf (t)

2

)β
2

−
(
1− zt2−τsf (t)

2

)β
2

)

+ γ
(
xt2−τsf (t) − xt1−τsf (t)

)
从而 ∣∣usf (ρ̃t1−τsf (t1)

)
− usf

(
ρ̃t2−τsf (t2)

)∣∣ ≤1

8
α2β2

(
zt1−τsf (t1) − zt2−τsf (t2)

)2
+ 2γ2

(
xt1−τsf (t1) − xt2−τsf (t2)

)2 (7.59)

将(7.59)代入(7.58)，可得∣∣Θ (ρ̃t1 , ρ̃t1−τsf (t1)

)
−Θ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τsf (t2)

)∣∣ ≤((
u2msf +

M2

2
+ ω2

eg

)
(xt1 − xt2)

2 +

(
2ω2

eg +
M2

4

)
(yt1 − yt2)

2 + 2u2msf (zt1 − zt2)
2

+
9

8
α2β2

(
zt1−τsf (t1) − zt2−τsf (t2)

)2
+ 18γ2

(
xt1−τsf (t1) − xt2−τsf (t2)

)2) 1
2

(7.60)

另一方面，根据(7.48)，有

ρ̃t1 − ρ̃t2 =
1

2

 zt1 − zt2 (xt1 − xt2)− (yt1 − yt2) i

(xt1 − xt2) + (yt1 − yt2) i zt2 − zt1

 (7.61)

从而

|ρ̃t1 − ρ̃t2 | =
√
2

2

√
(zt1 − zt2)

2 + (xt1 − xt2)
2 + (yt1 − yt2)

2 (7.62)
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基于(7.60)和(7.62)，易得
∣∣Θ (ρ̃t1 , ρ̃t1−τsf (t1)

)
−Θ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τsf (t2)

)∣∣ ≤ K1sf |ρ̃t1 − ρ̃t2 |.

相似地，从(7.49b)有

Ω (ρ̃t1)− Ω (ρ̃t2) =

√
ηM

2

 3zt1 − z2t1 − 3zt2 + z2t2 RΩ − IΩi

RΩ + IΩi z2t1 − zt1 − z2t2 + zt2

 (7.63)

使得

|Ω (ρ̃t1)− Ω (ρ̃t2) | ≤
√
ηM

2

√
46 (zt1 − zt2)

2 + 12 (xt1 − xt2)
2 + 12 (yt1 − yt2)

2 (7.64)

其中，RΩ = (1− zt1) xt1 − (1− zt2) xt2，IΩ = (1− zt1) yt1 − (1− zt2) yt2。根据(7.64)和(7.62)，

当 K3sf ≥
√
23ηM 时，|Ω (ρ̃t1)− Ω (ρ̃t2) | ≤ K3sf |ρ̃t1 − ρ̃t2 |。

现在，我们证明 E|ρt − ρf |p ≤ Msf |ρ0 − ρf |pe−rsfp(t−t0)。根据文献[72]中的定理 4.3，在状

态反馈(4.30)作用下，LV (ρt) ≤ −rsfV (ρt)，根据定理2.2可得 EV (ρt) ≤ V (ρ0) e
−rsf (t−t0)。由

于 V (ρt) =
√
1− tr (ρtρf ) =

√
2
2

√
1− zt 且 |ρt − ρf | ≤

√
1− zt，因此当 0 < κ1 ≤

√
2
2
时，

κ1|ρt − ρf | ≤ κ1
√
1− zt ≤ V (ρt) 成立。另一方面，|ρt − ρf | ≥

√
2
2
(1− zt) =

√
2V 2 (ρt)，从

而当 κ2 ≥
√√

2
2
时，V (ρt) ≤

√√
2
2

√
|ρt − ρf | ≤ κ2

√
|ρt − ρf |。因此，当 κ3 ≥ κ2

|ρ0−ρf |
1
2
时，

E|ρt − ρf | ≤ 1
κ1
V (ρ0) e

−rsf (t−t0) ≤ κ2

κ1

√
|ρt − ρf |e−rsf (t−t0) ≤ κ3

κ1
|ρt − ρf |e−rsf (t−t0)，这意味着

E|ρt − ρf |p ≤ Msf |ρ0 − ρf |pe−rsfp(t−t0)。根据定理7.2，结论易得。证毕。

注 7.3在状态子空间Dλ是不变集的假设条件下，状态反馈(4.30)仅能使EV (ρt) ≤ V (ρ0) e
−rsf (t−t0)

在 Dλ而非 S 中成立，即局部指数镇定成立。这个假设条件在定理7.3中依然被使用。事实上，

对量子自旋-1
2
系统而言，这样的不变性条件是一个强假设，因此我们在4.4节中使用状态反馈

并借助噪声辅助反馈研究了量子自旋-1
2
系统的全局指数镇定。由于如何使用状态反馈实现随

机非时滞量子系统的全局指数镇定不是本章的重点，因此这里不再赘述相关技术，其更多细

节可见4.4节。

7.3.2 基于时滞噪声辅助反馈的随机量子系统指数镇定

随机时滞主方程(7.3)对应随机时滞微分方程

dxt =fnf
(
xt, xt−τnf (t), t

)
dt+ gnf

(
xt, xt−τnf (t), t

)
dBt + hnf (xt, t) dWt

(7.65)

此为随机时滞微分方程(7.8)中 τ2 (t) = 0的情况。根据定理7.1，对(7.65)可有定理7.4。
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7.3 基于时滞反馈的随机量子系统指数镇定

定理 7.4

♡

对随机时滞微分方程(7.65)，如果

|fnf(x, y, t)− fnf(x̄, ȳ, t)| ≤ K1nf (|x− x̄|+ |y − ȳ|)

|gnf(x, y, t)− gnf(x̄, ȳ, t)| ≤ K2nf (|x− x̄|+ |y − ȳ|)

|hnf(x, t)− hnf(y, t)| ≤ K3nf |x− y|

|fnf(x, y, t)| ≤ C1nf (|x|+ |y|)

|gnf(x, y, t)| ≤ C2nf (|x|+ |y|)

|hnf(x, t)| ≤ C3nf |x|

(7.66)

而(7.65)对应的非时滞情况 dyt = fnf (yt, t) dt+gnf (yt, t) dBt+hnf (yt, t) dWt满足E |yt|p ≤

Me−r(t−t0)E |y0|p，其中 ∀t ≥ t0，M > 0，r > 0且 0 < p < 1，则对在L2
Ft0

(Ω; C ([−τ, 0];Rn))

中的任意初态，当 τnf (t) < τ ∗nf时，随机时滞微分方程(7.65)的解满足 lim sup
t→∞

1
t
log |xt| < 0，

其中 τ ∗nf > 0是方程Hnf (τ, p, t, T ) = 1的唯一解，其中

Hnf (τ, p, t, T ) = ϵe(2C1nf
+2C2

2nf
+0.5C2

3nf
)pτ + 2pHnf

1 (τ, p, τ + T ) + 4pHnf
2 (τ, p, t0 + τ + T )

(7.67)

式中 ϵ ∈ (0, 1)，T = 1
r
log
(

22.5pM
ϵ

)
且

Hnf
1 (τ, p, t) =

(
2τe(4C1nf

+4C2
2nf

+C2
3nf
)t (3τC2

1nf
+ 13C2

2nf
+ 6C2

3nf
+
(
3τC2

1nf
+ 12C2

2nf

)
×e(4C1nf

+4C2
2nf

+C2
3nf
)τ
)) p

2

(7.68a)

Hnf
2 (τ, p, t) =

(
12τ

(
4τC2

1nf
+ 4C2

2nf
+ C2

3nf

) (
K1nf + 2K2

2nf

)
4C1nf + 4C2

2nf
+ C2

3nf

× e(5K1nf
+6K2

2nf
+K2

3nf
+4C1nf

+4C2
2nf

+C2
3nf
)(t−t0)

) p
2

(7.68b)

证明 本定理证明的主要部分与定理7.1的证明类似。通过对(7.15)-(7.18)的相似讨论，根据(7.66)并

应用 Itô等距、Doob鞅不等式和 Cauchy-Schwarz不等式，对随机时滞微分方程(7.36)可得

E |xt|p ≤
(
2e(4C1nf

+4C2
2nf

+C2
3nf
)(t−t0)

) p
2 X p

t0

E
(

sup
0≤u≤τ

|xt+u − xt|p
)

≤ Hnf
1 (τ, p, t− t0)X p

t0

146



7.3 基于时滞反馈的随机量子系统指数镇定

且

E|xt − yt|2 ≤ Hnf
2 (τ, 2, t)X 2

t0

这样，我们可以通过用Hnf (τ, p, t, T )和

Cnf =4

(
1 +

8(2τ + T )C2
1 + 32C2

2 + 8C2
3

4C1 + 4C2
2 + C2

3

e(4C1+4C2
2+C2

3)(2τ+T )

) p
2

(7.69)

分别替换H (τ, p, t, T )和(7.35)来完成本定理的证明。

对于比特系统(4.6)，我们在4.2节中设计了连续线性噪声辅助反馈(4.9)指数镇定本征态。基

于定理7.4和(4.9)，对随机时滞主方程(7.3)可有定理7.5。

定理 7.5

♡

对随机时滞主方程(7.3)，当 τnf (t) < τ ∗nf 时，时滞噪声辅助反馈

unf
(
ρt−τnf (t)

)
=ϑV

(
ρt−τnf (t)

)
=ϑ
√

1− tr
(
ρt−τnf (t)ρf

) (7.70)

可指数镇定 ρf，其中 τ ∗nf > 0是方程Hnf (τ, p, t, T ) = 1的唯一解，T = 1
rnf

log
(

22.5pMnf

ϵ

)
且

C1nf ≥ max
{
2
√
2ϑ2, 2

√
2
(
Γ + ϑ2

)
, 2
√
2Γ
}

C2nf ≥ 2
√
2ϑ2

C3nf ≥
√

20ηΓ

K1nf ≥ max
{
4
√
Γ2 + ϑ2, 2

√
3ϑ2
}

K2nf ≥ max
{
4ϑ, 2

√
2ϑ2
}

K3nf ≥ 10
√
ηΓ

(7.71)

其中，Mnf =
(

κ3

κ1

)p
且 rnf =

1
2
ηΓ。

证明 与定理7.3的证明类似，在本定理的证明中目标本征态 ρf 设为 ρg。首先，我们证明时滞
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噪声辅助反馈(7.70)作用下的随机时滞主方程(7.3)满足如下条件∣∣Λ (ρ̃t1 , ρ̃t1−τnf (t1)

)
− Λ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τnf (t2)

)∣∣ ≤ K1nf

(
|ρ̃t1 − ρ̃t2 |+

∣∣ρ̃t1−τnf (t1) − ρ̃t2−τnf (t2)

∣∣)∣∣Ξ (ρ̃t1 , ρ̃t1−τnf (t1)

)
− Ξ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τnf (t2)

)∣∣ ≤ K2nf

(
|ρ̃t1 − ρ̃t2 |+

∣∣ρ̃t1−τnf (t1) − ρ̃t2−τnf (t2)

∣∣)
|Υ(ρ̃t1)−Υ(ρ̃t2)| ≤ K3nf |ρ̃t1 − ρ̃t2 |∣∣Λ (ρ̃t, ρ̃t−τnf (t)

)∣∣ ≤ C1nf

(
|ρ̃t|+

∣∣ρ̃t−τnf (t)

∣∣)∣∣Ξ (ρ̃t, ρ̃t−τnf (t)

)∣∣ ≤ C2nf

(
|ρ̃t|+

∣∣ρ̃t−τnf (t)

∣∣)
|Υ(ρ̃t)| ≤ C3nf |ρ̃t|

(7.72)

其中，τnf (t1)和 τnf (t2)分别代表在 t1和 t2的延迟时间。

将(7.48)代入(7.4)，有

Λ
(
ρ̃t, ρ̃t−τnf (t)

)
=

 u2nf
(
ρt−τnf (t)

)
(1− zt) −

(
Γ + u2nf

(
ρt−τnf (t)

))
xt + Γyti

−
(
Γ + u2nf

(
ρt−τnf (t)

))
xt − Γyti u2nf

(
ρt−τnf (t)

)
(zt − 1)

 (7.73a)

Ξ
(
ρ̃t, ρ̃t−τnf (t)

)
= ϑ2V 2

(
ρt−τnf (t)

) −xt zt − 1

zt − 1 xt

 (7.73b)

Υ(ρ̃t) =
√
ηΓ

 (zt − 1) (2− zt) (1− zt) (xt − yti)

(1− zt) (xt + yti) (zt − 1) zt

 (7.73c)

从而 ∣∣Λ (ρ̃t, ρ̃t−τnf (t)

)∣∣ ≤√2 (1− zt)
2 ϑ4 + 2 (Γ + ϑ2)2 x2t + 2Γ2y2t∣∣Ξ (ρ̃t, ρ̃t−τnf (t)

)∣∣ ≤ ϑ2

√
2x2t + 2 (1− zt)

2

|Υ(ρ̃t) | ≤
√

10ηΓ (1− zt)

(7.74)

根据(7.52)和(7.74)，

当 C1nf ≥ max
{
2
√
2ϑ2, 2

√
2 (Γ + ϑ2) , 2

√
2Γ
}
时，∣∣Λ (ρ̃t, ρ̃t−τnf (t)

)∣∣ ≤ C1nf |ρ̃t| ≤ C1nf

(
|ρ̃t|+

∣∣ρ̃t−τnf (t)

∣∣)
当 C2nf ≥ 2

√
2ϑ2时，

∣∣Ξ (ρ̃t, ρ̃t−τnf (t)

)∣∣ ≤ C2nf |ρ̃t| ≤ C2nf

(
|ρ̃t|+

∣∣ρ̃t−τnf (t)

∣∣)。
当 C3nf ≥

√
20ηΓ时，|Υ(ρ̃t) | ≤ C3nf |ρ̃t|。
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另一方面，从(7.73a)可得

Λ
(
ρ̃t1 , ρ̃t1−τnf (t1)

)
− Λ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τnf (t2)

)
=

 DΛ RΛ + IΛi

RΛ − IΛi −DΛ

 (7.75)

其中，

DΛ =u2nf
(
ρt2−τnf (t2)

)
zt2 − u2nf

(
ρt1−τnf (t1)

)
zt1 + u2nf

(
ρt1−τnf (t1)

)
− u2nf

(
ρt2−τnf (t2)

)
RΛ =Γ (x2t − x1t) + u2nf

(
ρt2−τnf (t2)

)
xt2 − u2nf

(
ρt1−τnf (t1)

)
xt1

IΛ =Γ (yt1 − yt2)

根据(7.75)，(7.62)并考虑到

D2
Λ ≤ 2ϑ2 (zt2 − zt1) +

1

2
ϑ4
(
zt1−τnf(t1)

− zt2−τnf(t2)

)2
(zt1 − 1)2

和

R2
Λ ≤ 4

(
γ2 + ϑ2

)2
(xt2 − xt1)

2 + ϑ4
(
zt1−τnf(t1)

− zt2−τnf(t2)

)2
(zt1 − 1)2 x2t1

可得当 K1nf ≥ max
{
4
√
Γ2 + ϑ2, 2

√
3ϑ2
}
时，∣∣Λ (ρ̃t1 , ρ̃t1−τnf (t1)

)
− Λ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τnf (t2)

)∣∣ =√2D2
Λ + 2R2

Λ + 2I2
Λ

≤
√
4ϑ2 (z1t − z2t)

2 + 8 (Γ2 + ϑ2) (x1t − x2t)
2 + 2Γ2 (y1t − y2t) + 6ϑ4

(
zt1−τnf(t1)

− zt2−τnf(t2)

)2
≤ K1nf

(
|ρ̃t1 − ρ̃t2 |+ |ρ̃t1−τnf (t1) − ρ̃t2−τnf (t2)|

)
(7.76)

相似地，从(7.73b)和(7.73c)可得

Ξ
(
ρ̃t1 , ρ̃t1−τnf (t1)

)
− Ξ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τnf (t2)

)
=

 DΞ RΞ

RΞ −DΞ


Υ(ρ̃t1)−Υ(ρ̃t2) =

√
ηΓ

 z2t2 − z2t1 + 3 (zt1 − zt2) RΥ + IΥi

RΥ − IΥi z2t1 − zt1 − z2t2 + zt2


(7.77)

149



7.3 基于时滞反馈的随机量子系统指数镇定

其中,

DΞ = u2nf
(
ρt2−τnf (t2)

)
xt2 − u2nf

(
ρt1−τnf (t1)

)
xt1

RΞ = u2nf
(
ρt1−τnf (t1)

)
zt1 − u2nf

(
ρt2−τnf (t2)

)
zt2 + u2nf

(
ρt2−τnf (t2)

)
− u2nf

(
ρt1−τnf (t1)

)
RΥ = xt1 − xt2 + zt2xt2 − zt1xt1

IΥ = yt2 − yt1 + zt1yt1 − zt2yt2

根据(7.77)，当 K2nf ≥ max
{
4ϑ, 2

√
2ϑ2
}
且 K3nf ≥ 10

√
ηΓ时，从(7.62)易得∣∣Ξ (ρ̃t1 , ρ̃t1−τnf (t1)

)
− Ξ

(
ρ̃t2 , ρ̃t2−τnf (t2)

)∣∣ =√2D2
Ξ + 2R2

Ξ

≤
√

4ϑ4 (xt1 − xt2)
2 + 8ϑ2 (zt1 − zt2)

2 + 4ϑ4
(
zt1−τnf (t1) − zt2−τnf (t2)

)2
≤ K2nf

(
|ρ̃t1 − ρ̃t2 |+

∣∣ρ̃t1−τnf (t1) − ρ̃t2−τnf (t2)

∣∣)
|Υ(ρ̃t1)−Υ(ρ̃t2)| =

√
ηΓ
(
(zt1 − zt2)

2 ((zt1 + zt2 − 3)2 + (zt1 + zt2 − 1)2
)
+ 2R2

Υ + 2I2
Υ

)
≤
√
ηΓ

√
50 (zt1 − zt2)

2 + 12 (xt1 − xt2)
2 + 12 (yt1 − yt2)

2

≤ K3nf |ρ̃t1 − ρ̃t2 |
(7.78)

由定理4.1可知，在噪声辅助反馈(4.9)作用下，LV (ρt) ≤ −rnfV (ρt)，从而本定理的剩余证明过

程与定理7.3的证明类似，且可通过用EV (ρt) ≤ V (ρ0) e
−rnf (t−t0)替换EV (ρt) ≤ V (ρ0) e

−rsf (t−t0)

来完成本定理的证明。

注 7.4在本节，我们分别给出时滞状态反馈(7.45)和时滞连续线性噪声辅助反馈(7.70)的延时上

界 τ ∗，如定理7.3和定理7.5所示。对于量子自旋-1
2
系统，在第4章中，切换状态反馈、改进状态

反馈和组合反馈都可以指数镇定本征态，相应的 τ ∗ 可借助定理7.1通过对定理7.3和定理7.5的

相似讨论得到。此外，N 能级量子系统和多比特量子系统的指数镇定也可以通过状态反馈和

噪声辅助反馈实现，其存在延迟时间情况下的相应 τ ∗ 也可以根据定理7.1获得。由于相似性，

这里不再赘述。

注 7.5定理7.1中的结果和本章研究随机时滞量子系统指数镇定的方法不仅适用于已经存在的

反馈策略，对以后提出的指数镇定随机量子系统的新反馈策略在考虑时滞情况下的应用也具

有启发意义。本章所用的技术路线示意图如图7.1所示，从图中可以看出为了获得延迟时间的

上界需要经过 3步：
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1. 根据反馈控制作用下的随机主方程获得对应的随机微分方程和随机时滞微分方程；

2. 根据随机微分方程获得对应的随机时滞微分方程，并推导应用与非时滞控制形式相同的

时滞反馈使随机微分方程指数镇定的条件和延迟时间的上界；

3. 通过验证条件将随机时滞微分方程的结果应用于随机时滞主方程并获得对应的延迟时

间上界。

图 7.1: 本章所提技术路线示意图。

注 7.6以量子自旋-1
2
系统和状态反馈为例，应用时滞状态反馈(7.45)的步骤如下：

1. 确定本章获得的结果是否适用于考虑的实际物理系统。为此，需要完成以下工作：

(1) 对可以作为量子自旋-1
2
系统的实际物理系统，根据设备配置和操作经验，给出实际

实验执行过程中延迟时间范围或最大延迟时间 τ ∗real的估计值。

(2) 基于实际物理系统的参数，根据定理7.3计算并获得时滞状态反馈(7.45)使被控量子

系统指数镇定的最大延迟时间 τ ∗sf。

(3) 比较 τ ∗real和 τ ∗sf，如果 τ ∗real ≤ τ ∗sf，时滞状态反馈(7.45)可使对应实验系统指数镇定的
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结论成立，否则该结论不成立。

2. 如果 τ ∗real ≤ τ ∗sf，即时滞状态反馈(7.45)可指数镇定对应的实际物理系统，则(7.45)可按

照如下步骤应用于实际物理系统：

(1) 获得当前的实时系统状态 ρt。

(2) 将 ρt 代入(7.45)，即 usf (ρt) = α (1− tr (ρtρf ))
β
2 − γ tr (i [σy, ρt] ρf )，然后执行计算

获得状态反馈 usf (ρt)的具体值且计算操作会花费一定的时间。

(3) 将状态反馈 usf (ρt)应用于实际物理系统。需要注意的是，此刻系统的状态为 ρt+τsf (t)，

其中的延迟 τsf (t)包含计算和应用状态反馈 usf (ρt)的时间且是时变的并对不同的

系统状态 ρt 是不同的，而此时状态反馈 usf (ρt) 的值基于系统状态 ρt。换句话说，

系统状态从 ρt变成了 ρt+τsf (t)，但是由于计算和应用(7.45)的时间是不可避免的，因

此状态反馈(7.45)仍然是基于 ρt。

为了更好地理解状态反馈(7.45)的应用过程，满足前提条件 τ ∗sf ≥ τ ∗real 的示意图如图7.2所

示，其中 t5 > t4 > t3 > t2且 t1是 t2之前的一个时间。在图7.2中，以时刻 t3为例。在 t3时刻，

图 7.2: 应用控制器(7.45)的示意图。

我们可以获得系统状态 ρt3 且状态反馈控制 usf (ρt2)（即 usf
(
ρt3−τsf (t2)

)
）被应用。我们并不知

道 τsf (t2)，但是由于我们已经在 t2时刻获得了 ρt2 且 t2在 t3之前，因此 usf (ρt2)是已知的，即

我们可以在时刻 t3 直接应用 usf (ρt2)且并不需要实时知道时变延迟的值。简单地说，一旦我

们计算得出来控制器 usf，那么就可以直接应用 usf 以获得被控系统的指数镇定，而无需考虑

usf 所依赖的系统状态是多久之前获得的。

时滞噪声辅助反馈(7.70)的应用步骤与时滞状态反馈 (7.45)的应用步骤类似，因此这里不

再赘述。
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7.4 时滞反馈的应用

在本节，我们将分别展示应用状态反馈和噪声辅助反馈的最大延迟时间 τ ∗。

对于状态反馈，令 ϵ = 0.1，p = 0.6，Msf = rsf = 1，K1sf = K3sf = 0.1，C1sf 且 C3sf ∈

[0.01, 0.5]，则对应的 τ ∗sf 可通过(7.38)获得并如图7.3(a) 所示，而 C1sf = C3sf = 0.1 且 K1sf，

K3sf ∈ [0.01, 0.5]时对应的 τ ∗sf 如图 7.3(b)所示，图7.3(a)和图7.3(b)的顶视图分别如图7.3(c)和

图7.3(d)所示。从图7.3可以看到通过调节 C1sf 和 C3sf 而非K1sf 和K3sf 可以获得更大的 τ ∗sf，而

当 K1sf 和 K3sf 变化时，τ
∗
sf 的变化更平滑。

(a) 固定K1sf 和K3sf 情况下的 τ∗sf (b) 固定 C1sf 和 C3sf 情况下的 τ∗sf

(c) 图 (a)的顶视图 (d) 图 (b)的顶视图

图 7.3: 状态反馈的 τ ∗。

对于噪声辅助反馈，令 ϵ = 0.1，p = 0.6，Mnf = rnf = 1，Kinf = 0.1且Cinf ∈ [0.01, 0.5] , i =

1, 2, 3，则根据(7.67)可获得对应的 τ ∗nf 并如图7.4(a)所示，当 Cinf = 0.1且Kinf ∈ [0.01, 0.5] , i =

1, 2, 3时对应的 τ ∗nf 如图7.4(b)所示，而图7.4(a)的前视图和图7.4(b)的底视图分别如图7.4(c)和

图7.4(d)所示。从图7.4可以看出当 Kinf 和 Cinf 更小时，最大延迟时间 τ ∗nf 更大。也就是，如

果(7.3)中的系统参数 η，Γ和(7.70)中的控制参数 ϑ较小，根据(7.71)，即使取较大的延迟时间

τnf，使用与现有非时滞噪声辅助反馈相同的控制形式且用延时状态代替实时状态仍能指数镇

定随机量子系统。从图7.3可知，该结论对状态反馈也适用。
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(a) 固定Kinf , i = 1, 2, 3情况下的 τ∗nf (b) 固定 Cinf , i = 1, 2, 3情况下的 τ∗nf

(c) 图 (a)的前视图 (d) 图 (b)的底视图

图 7.4: 噪声辅助反馈的 τ ∗。

7.5 小结

本章研究了基于连续测量反馈（包括状态反馈和噪声辅助反馈）的随机时滞量子系统的

指数镇定问题。我们证明了存在延迟时间的上界 τ ∗，只要覆盖状态反馈和噪声辅助反馈作用

下的随机非时滞微分方程是指数可镇定的且延迟时间不大于 τ ∗，则对应的随机时滞微分方程

也是可指数镇定的。延迟时间的上界 τ ∗ 以隐式表达，并可通过数值计算得到。在此基础上，

我们基于一般随机时滞微分方程的结果，分别实现了时滞状态反馈和时滞噪声辅助反馈作用

下随机量子系统的指数镇定，并在数值实验中分别展示了状态反馈和噪声辅助反馈情况的延

迟时间上界 τ ∗。
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第 8章 总结与展望

8.1 总结

量子技术作为当前世界上最具颠覆性的前沿技术之一，已经成为世界主要国家进行高新

技术竞争的重要领域，而量子调控技术的进步有望推动第二次量子革命，对未来社会产生本

质的影响。因此，量子系统的主动控制已成为促进新兴量子技术领域发展的关键要素，它提

出了许多不同于经典控制系统的具有挑战性的新问题。

本书主要关注随机量子系统的镇定控制，并按照快速镇定和时滞控制两个方面对其进行

了详细研究。第3章研究了随机量子系统的全局镇定，此为镇定控制的最低要求，仅解决了镇

定控制的可行性问题。第4章和第5章关注随机量子系统的快速镇定，其中第4章重点研究两能

级量子系统，采用多种反馈控制实现了其指数镇定，而第5章则提出了一个具有更广适用范围

的快速镇定随机量子系统的统一框架，并被应用于不同量子系统的多种状态。第6章重点关注

实现随机量子系统快速镇定的时滞控制，借助提出的类李雅普诺夫-拉塞尔定理设计了快速镇

定本征态和 Bell态的状态反馈。第7章同时考虑随机量子系统的快速镇定和时滞控制，研究了

随机时滞量子系统的指数镇定，通过应用随机时滞微分方程的一般性结果获得了保证时滞系

统指数镇定延时上界的数值解。

8.2 展望

尽管本书呈现了随机量子系统镇定控制的若干结果，也有很多文献对其进行了深入研究，

如表8.1所示，但是仍有很多问题未解决且需进一步研究探索。我们在第4章研究两能级量子

系统的指数镇定，而文献[73]研究了 n维量子角动量系统的指数镇定，其为特殊的一般维随机

量子系统，文献[76]采用噪声辅助反馈研究了一般维随机量子系统的指数镇定，但根据图论对

被控量子系统设定了苛刻的约束条件，因此一般维随机量子系统的指数镇定仍然未完全解决。

我们在第5章中提出了快速镇定随机量子系统的统一框架，但是基于此框架设计的状态反馈未



8.2 展望

能实现整个状态空间的指数镇定，因此如何设计状态反馈实现被控随机量子系统在整个状态

空间的指数镇定亦是一个未解决的问题。我们在第7章设计的时滞反馈控制仅能实现随机量子

系统的快速镇定而非指数镇定，而在第7章中也仅给出保证时滞量子系统指数镇定延时上界的

数值解而非解析解。因此，一个大的悬而未决的问题是如何设计保证随机量子系统指数镇定

的时滞反馈控制，包括时滞状体反馈和时滞噪声辅助反馈，目前仍未见有相关的文献报导相

关结果。此外，本书呈现的随机量子系统镇定控制主要是针对特殊量子态，如本征态、Bell态

及 GHZ态等。因此，如何设计使随机量子系统一般量子态全局镇定甚至全局指数镇定的 (时

滞)反馈控制也是一个值得关注的研究方向。另一方面，本书设计的反馈控制在实际物理系统

的应用也是一个具有挑战性的研究方向，而这需要系统控制、量子物理和量子工程等不同领

域的研究人员通力合作，从而促进量子技术的发展。

对于图8.1的说明：

1. 未加特别说明，单比特系统镇定的目标态均为本征态，多比特系统镇定的目标态均为最

大纠缠态。

2. 未加特别说明，反馈控制采用是状态反馈。

3. 绿色表示完全解决，蓝色表示部分解决，红色表示未解决。
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表 8.1: 随机量子系统镇定控制现状。

镇定控制 系统 反馈策略

两能级量子系统 [66],[121],[122]

角动量系统 [67],[68],[69]

[71],[18],[123],[19],[124],[85]n能级量子系统
一般系统

纯态及子空间[90]

两比特量子系统 [125],[63],[124],[83],[126]

[84],[81]，[85]
多比特量子系统

Dicke态[127]

n能级量子系统 [78],[86],[77]

全局镇定

时滞量子系统

多比特量子系统 [26], [28], [33]

[72],[128],[129],[130],[131],[132]
两能级量子系统

噪声辅助反馈：[133],[129],[130],[131],[132]

角动量系统 [73]

子空间[91],纯态和子空间[94]n能级量子系统
一般系统

噪声辅助反馈[76],[89]

两比特量子系统 [87]

[88]

多比特量子系统

噪声辅助反馈[89]

指数镇定

时滞量子系统
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